Al. Zakladni pojmy teorie mnozin. Intuitivni teorie mnozin, Peanova mnozina,

r wr

kardinalni a ordinalni ¢isla, mohutnost kontinua. Mnoziny ve $kolské matematice.

Zikladni pojmy teorie mnoZin
1. Konstrukce mnoZiny
a. Mam urcity soubor objektli a dokazu k nému vytvofit novy umély objekt.
b. Mam vlastnost, o které¢ dokéazi rozhodnout, jestli ji dany soubor méa/nema.
¢. Mohu vytvofit podmnozZiny a z nich systém poten¢nich mnozin.

Vsechny tyto kroky jsou nedostatecné, protoze mohu vytvofit mnoziny, které nemohou
existovat. (mnozinu s vlastnosti byt sama sebe svym prvkem; holi¢, ktery mé rozhoz ostiihat vSechny,
kdo se nemohou ostfihat sami, ...) Russeliv paradox

2. Universum mnoZin
Uz nemiizu vytvoftit jiné objekty, nez jsou vytvoreny — ,,¢asovy prvek®. Je potieba ho dodat,
aby nevznikali neexistujici mnozZiny.
3. Vyznam teorie
a) Umoznuje modelovat ostatni studované metalické teorie
b) Zésobarna struktur

c) Obecna teorie nekonecna

Mnozina (def.): Ttidu X nazveme mnozinou, pravé kdyz existuje takova tfida Y, ze plati X e Y.

Mnozinou jsou prave ty tiidy, které jsou prvky n¢jaké tiidy. Zapisujeme M(X)

Axiomy
AX1 (3X) (3Y) XE€Y o existenci trid
AX2 (VX1) (VY1) (V) [(X1=Y1 A X1€Z) =Y 1EZ]. invariance ,,rovnad se* vici nalezi
AX3 Pro kazdou formuli teorie tfid @(x, X1, ... Xn), kden=0, 1, ... plati:
(VX1) ... (VXo)AY)VX)[XEY & @(x, X1, ... Xn)]. Schéma axiomu na vytvareni tiid
AX4 (Vx) (Vy) M({x,y}). axiom dvojice — pro libovolné mnoziny je tiida{x,y} mnozinou.
AXS (VX)M(UX). sjednoceni mnoziny
AX6 Necht F je zobrazeni, potom (Vx) M(F"'X). obraz mnoziny
AX7 (Vx) M (P(x)). Potence mnoziny



Intuitivni teorie mnoZin
Zakladatelem je George Cantor. Neni ale pfesna (Russeliiv paradox), dodnes se vyuziva napf.
v matematice na ZS.
Inkluze:
- Prazdna mnozina je inkluzivni v kazdé mnoziné a kazdd mnozina je inkluzivni sama v sob¢.

Mnozina A a prazdna mnozina se nazyvaji nevlastni podmnoziny mnozina A. VSechny ostatni

podmnoziny se nazyvaji vlastni.

- Vlastnosti inkluze: vztah mnoZzinové inkluze je reflexivni, neni symetricky, je tranzitivni.

MnoZinova rovnost:

- ,,=" znamend obsahovat tytéz prvky
- Definice: A=B <(V x € Z) x € A <xeB.....z toho plyne véta:
(VA)YVB)A=B<AcCBABCA

- Vlastnosti rovnosti: reflexivnost, symetrie, tranzitivnost

Disjunkce mnozZin:

A B

=

Incidence mnozin:

A B

=

pro spole¢né prvky nebyl zvolen zadny ustaleny symbol

Mnozinové operace:
- doplnek (A"): A'={x e Z;x ¢ A}
- prinik (AN B): ANB={xeZ;x e AAxeB}
- sjednoceni (AUB): AUB={x € Z;x € Avx eB}
- rozdil (A-B): A-B={x e Z;x e AArx¢ B}
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Metody ovéteni rovnosti mnozin: a) na zaklad¢ definice
b) grafickou metodou pomoci Vennova diagramu

c) tabelarné

Zakony mnozinové algebry:

Necht' A, B, C jsou libovolné podmnoziny zakladni mnoziny Z. Pak plati:
1) (AUB) U C =AU B U C)....zakon asociativn{ pro sjednoceni

2) (ANB) N C = ANMBNC)......zakon asociativni pro prunik

3)AUB=BUA...... zakon komutativni pro sjednoceni
4) ANB =BNA......... zakon komutativni pro pranik

55 AvuZ=17

6) ANZ=A

HAUVOD=A

8) ANV =0

9) A UA™ = Z.....zakon vyloucené tfeti moznosti

10) ANA” = @....zakon sporu

11) (A U B) N C = (ANC) uBNC)....zakon distributivnosti praniku ke sjednoceni
12) (ANB)L C = (AUC)N(AUB)....zakon distributivnosti sjednoceni k praniku
13) (A U B)’= A'NB" ....zakon de Morgantv pro sjednoceni

14) (ANB)'= A" UB"...zakon de Morgantv pro prinik

15) (A")"=A...zakon dvoji negace

16) O'=7Z

1NZ2'=0

18) ¥A)MB) (T Q) AUB=C

19) (¥A)MB)( = C)ANB=C

2000 # 7

Peanova mnoZina:

Definice: Mnozina P se nazyva Peanova, ma-li tyto vlastnosti:

PA1) Ke kazdému prvku x mnoziny P existuje praveé jeden prvek x’, této mnoziny, ktery se nazyva
nasledovnikem prvku x. st

PA2) (3 e € P)(V xeP)x'#e

PA3)(Vx e P)(VyeP)x#ty=x"#y’

PA4) (princip matematické indukce) Necht’ mnozina M < P ma tyto vlastnosti:
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a)ee M

b) (V x eP)(x e M=x" € M), pak mnozina M obsahuje v§echny prvky mnoziny P.

Zakladni vlastnosti Peanovy mnoZiny:
Al: Ke kazdému prvku x mnoziny P existuje jeho nasledovnik x".
A2: Existuje prvek (naof. e), ktery neni ndsledovnikem zadného prvku.

A3: Rizné prvky maji rizné prvky
Vlastnosti Peanovy mnoziny:

1. Kazdy prvek Peanovy mnozZiny, ktery je rizny od prvku e, je nasledovnikem nékterého prvku
této mnoZiny.

Dtkaz: Sestrojime mnoZinu M, kterd obsahuje vSechny prvky Peannovy mnoZiny, které jsou
nasledovniky nékterého prvku. Takto sestrojend mnozina M nemuze obsahovat prvek e. V prvnim kroku
vSak dokazeme, ze prvek e mnozina obsahuje. Tudiz ho explicitné do mnoziny M ,,umistime”. M = {{e}
U{xeP;dyeM)x=y'}}

Dokézeme, ze v mnoziné M je splnén PA4:

HeeM

2) Necht x € M. To znamend, ze knému vmnoziné M existuje ,predchidce y a plati
y'= X. Méame dokézat, ze x" € M, tzn. Ze i knému existuje piedchiidce z, pro ktery plati

z'=x". Z toho ovSem plyne, Ze z=x. Ale x € M podle predpokladu.

2. Kazdy prvek Peanovy mnoZiny je riizny od svého nasledovnika.

Zitejm¢ do mnoziny M dame ty prvky Peanovy mnoziny , které maji tu vlastnost, ze se 1isi od
svych nasledovnikdi (M = {x € P, x #x"}.
1) Podle PA2 neni prvek e nasledovnikem zadného prvku mnoziny P. Plati-li x #x” pro kazdy prvek z P,
plati to 1 pro prvek e, tedy e#e’. Z toho plyne e € M.

2. Necht x € M. x #x” = X'# (x)’, protoze rizné prvky maji riizné nédsledovniky, a proto x € M.

3. Predchudce:

Def.: Prvek b € P, pro ktery plati b'=a, se nazyva predchiidce prvku a. Oznaceni "a.

4. Usek:

Def.: Usekem Peanovy mnoziny piislusnym k prvku a je mnozina Ua. ¢ P. ktera ma vlastnost:
Ua={x e P;ag UaA "ac Ui A (VX € P)(s € Us=>"x €Ua)}

5.(VaeP)(VbeP)ae Up=>Uac Us.



Kardinalni ¢isla
Def.: Necht' M je systém mnozin. Ttida, v niz lezi mnoZina A a vSechny mnoziny ze systému M
s ni ekvivalentni, se nazyvé kardindlni ¢islo mnoziny A nebo mohutnost mnoziny A.

Operace s kardinalnimi Cisly:

Soucet mohutnosti dvou mnozin A. B se rovna mohutnosti mnoziny jejich sjednoceni:
Necht' a = m(A), b = m(B) jsou dvé mohutnosti a necht’ pro mnoziny A, B je ANB=@. Pak plati: m(A) +
m(B) = m(A U B). Znamena to, Ze soucet mohutnosti provedeme takto: z jedné tfidy rozkladu vybereme
libovolnou mnoZzinu A o mohutnosti m(A), z druhé tfidy rozkladu libovolnou mnozinu B o mohutnosti
m(B), zjistime, zda jsou mnoziny A a B disjunktni, v kladném ptipad¢ provedeme jejich sjednoceni, a
hledame tu tfidu, do niZ svou mohutnosti patfi mnozina A U B. Soucet mohutnosti nezavisi na vybéru
reprezentantu.

Soudet mohutnosti:

Vlastnosti:
- Komutativnost: (VA € M) (V B eM) m(A) + m(B) = m(B) + m(A)
- Asociativnost: (VA € M) (VB € M)(V C € M) [m(A)+m(B)]+m(C)=m(A)+[m(B)+m(C)]

Soudéin mohutnosti:

Necht’ A, B jsou libovolné mnoziny ze systému M. Necht’ m(A) a m(B) jsou jejich mohutnosti.
Pak m(A) . m(B) = m(A x B)

Soudin mohutnosti nezavisi na vybéru reprezentanta.

Vlastnosti:

- komutativnost: (V AeM) (V B € M) m(A) . m(B) =m(B) . m(A)

- asociativnost: (V A € M) (V B € M)(VC € M) [m(A). m(B)] . m(C)=m(A) . [m(B) . m(C)]
- ndsobeni mohutnosti je distributivni vzhledem ke s¢itani:

(VA eM)(VBeM)VCeM)[m(A)+tm(B)].m(C)=m(A).m(C)+m(B).m(C)

Ordinalni ¢isla
Def.: Ordindlni ¢islo linearné dobfe uspofddané mnoziny A ze systému mnozin M je ta tfida, do
niz patii mnozina A a vSechny mnoziny s ni podobné.

Uspoiadani mnoziny sjednoceni:

Necht' (A, <) a (B, <" )jsou dvé disjunktni linearné dobte usporadané mnoziny a necht’ a = ord A,
b = ord B. Pak mnozinu (AUB,<) uspofadame takto:
a) jsou-li x a'y dva prvky z AUB, které patii do A, pak je x<y pravé kdyz xly v A,
b) jsou-li x a'y dva prvky z AUB, které patii do B, pak je x<y pravé kdyz x<{'y v B,
¢) jsou-li x a y dva prvky z AUB, z nichz xe A a yeB, pak v AUB je x<y.



Soucet ordinalnich cisel a, b (v tomto potadi) je ordindlni ¢islo mnoziny AUB, ktera je dobfe uspotadana
podle vztahu uspotadand mnoziny sjednoceni.

Usporadani mnoziny kartézského soucinu:

Necht’ (A, <)) a (B, <) jsou dvé linearné dobie uspofddané mnoziny a necht’ a=ord A, b=ord B.
Pak mnozinu (AxB,<) usporadame takto:
xy)<(x,y) <y<y'v mnozin¢ B. Je-li y=y'v mnoziné B, pak (x,y)<(x’, y’) v mnoziné AxB, pravé
kdyz x<ly v mnoziné A.

Soucinem dvou ordinalnich cisel a, b (v tomto poradi) rozumime ordinélni ¢islo mnoziny (A%B,<),
ktera je usporadana podle vztahu uspofadani mnozin kartézského soucinu.

Ordinalni ¢islo pfirozené uspofadané mnoZiny ptirozenych ¢isel (N,<) oznacujeme feckym pismenem.

Vlastnosti operaci s ordinalnimi ¢isly:

a) s¢itani ordinalnich ¢isel neni komutativni — (3a)(3b) a+b#b+a

napt. o+1#1+w, nebot’ {1,2,3, ... 0} neni podobnd mnozin¢ {0,1,2,3 ...}.

b) Nasobeni ordindlnich ¢isel neni komutativni — (3a)(3b) a.b+b.a

napt. ®.2#2.®, nebot’ mnozina {0,2,...1,3,...} neni podobna mnozin¢ {0,1,2,...}.

¢) S¢itani ordinalnich ¢isel neni asociativni — (Va)(Vb)(Vc¢) (atb)+c=a+(b+c)

dikaz: Musime dokazat, ze (VA)(VB)(VC) (AuB)UC~AU(BUC). Protoze dokonce plati rovnost téchto
mnozin, je tvrzeni dokazano.

d) Nasobeni ordinalnich ¢isel je asociativni — (Va)(Vb)(Vc¢) (a.b).c=a.(b.c)

dikaz: (a.b).c = ord [(AxB)xC], a.(b.c) = ord [AX(BxC)], pfi¢emz oba tyto kartézské souciny jsou
uspotfadany podle nasi Umluvy. Toto uspotfadani je ziejmé dobré. (AUB)UC ~AU(BUC), nebot
zobrazeni f](a,b,c)]=[a,(b,c)] je podobné zobrazeni. Z podobnosti obou mnozin plyne rovnost ordinalnich
Cisel.

e) Nasobeni zprava neni distributivni vzhledem ke s¢itdni - — (Ja)(Ib(3c)(atb).c # a.ctb.c

staCi zvolit napt. a=w, b=1, c=2.

f) Nasobeni zleva je distributivni vzhledem ke s¢itani.

Mohutnost kontinua:

Def.: Dyadickym zlomkem nazyvame racionalni ¢islo tvaru ;in, kde a € Can € N. O dyadickém

a o, r v , . ’ ’
zlomku o fikdme, Ze ma n dyadickych mist.

Tvrzeni 1: Ke kazdému redlnému cCislu o a kazdému ptirozenému ¢islu n existuje pravé jeden dyadicky

a+1

zlomek ;in pro ktery plati: ;in Sa<—-



. , a ’ . ’ ~ r ’ ;o ’ . . .
Def.: Dyadicky zlomek P ktery vyhovuje vySe uvedené podmince, se nazyva n-mistna dyadicka

. Al X a+1 . s - . . Al X
aproximace realného c¢isla a a zlomek —= S€ nazyva n-mistna dyadicka horni aproximace redlného cisla

.

Tvrzeni 2: Je-li m>n, meN, pak pro dolni a horni dyadické aproximace Ccisla o plati:

1_a+1
a_ b b+l atl

2nTm pm = on
Vsechny dyadické dolni aproximace té¢hoz realného ¢isla a je mozno zapsat jedinym zapisem c, ci, c2,
C3..., kde ceC a kazdé ci se rovnd bud’ nule, nebo jedné. Napft.. c, cic2 je dvojmistna dyadickd dolni
aproximace, ¢, cicacs trojmistna dyadicka dolni aproximace, atd.

Def.: Zapis c, c1, c2, c3,....se nazyva nekonecny dyadicky rozvoj realného cisla a.

- Kazdy dyadicky zlomek mé dva nekonecné rozvoje:

a)c,ci,c2,c3...0l1111...

b) ¢, c1, c2, ¢3...100000...

Protoze chceme, aby zobrazeni dyadickych zlomkii na jejich dyadické rozvoje bylo jedno -
jednoznaéné, rozvoje typu a) z nasich tivah vylouc¢ime. Na zaklad¢ této umluvy mizeme piijmout dalsi
tvrzeni:

Tvrzeni 3: Kazdé realni ¢islo o mé praveé jeden nekonecny dyadicky rozvoj c,ci,c2,c3,..., Vv némz nejsou

vSechny ¢islice cn 0od jistého indexu pocinajic samé jednicky. Tvrzeni plati i v obraceném sméru.

MnoZiny mohutnosti kontinua:

Pozn. — kazdé redlné ¢islo se jednoznacné zobrazi bodem na ¢iselné ose, kterd je husta (tzn. mezi
kazdymi dvéma body lezi aspoii jeden dalsi bod) a nemé mezery
- Lineéarné a hust¢ usporadané mnoziné bez mezer fikdme kontinua.
- Mnoziny mohutnosti kontinua jsou ekvivalentni s mnozinou reéalnich ¢isel.
- Je nutné dokézat, Ze mnozina realnych ¢isel neni spocetna.
Véta: Mnozina R" v§ech kladnych realnych ¢isel je nespocetna. (diikaz sporem)
Véta: Kazda nespocetna mnozina obsahuje aspon jednu spoc¢etnou podmnozinu.
Véta: Budiz A nespofetna mnoZina a A jeji nejvySe spocetnd podmnoZina. Pak mnoZiny
A a A-A1 jsou ekvivalentni.
Véta: Mnozina R vSech redlnych ¢isel ma mohutnost 2.

Def.: Kardinalni ¢islo 28° se nazyva mohutnost kontinua.

Def.: Pfirozend ordinalni ¢isla se nazyvaji ordinarni Cisla prvni tfidy. Mnozinu téchto cisel
oznacujeme Wo. Ordindlni ¢isla spo€etnych dobie uspofddanych mnozin nazyvadme spocetnd ordinalni
Cisla nebo také ordindlni ¢isla druhé tifidy. Mnozinu téchto ¢isel oznacime symbolem Zi. Tedy W1 = W,
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Def.: Mohutnost mnoziny Zi transfinitnich ordindlnich ¢isel druhé tfidy oznacujeme

N1. Ord (Z1,<) zna¢ime symbolem w1
Symbolika nej¢astéji pouzivana v literatuie:

ord(Wo,<)=w, card Wo=Xo ord(Z1,<)=m1, cardZ1=¥1

Hypotéza kontinua:

Mohutnost kontinua 2%0 je bud’ vétsi nez N1, nebo se rovna Ni. Predpoklad, ze 2% = N1, se

nazyva hypotéza kontinua.



A2. Ciselné obory a jejich rozsirovani. Ciselné obory a jejich rozsirovani. Motivace

rozSireni, definice Cisel celych, racionalnich, realnych a komplexnich. Délitelnost v

oboru celych Cisel. Ciselné soustavy. Reflexe ve §kolské matematice.

Motivace rozsireni

K vysvétlovani 1ze vyuzit mnozin balony. Napf. pingpongovy micek jsou ptirozend ¢isla. Dalsi
mnozinou jsou cela ¢isla - tenisaky, do kterého se vejde i pingpongovy micek. To znamend, ze cela Cisla
jsou pfirozena ¢isla + dalsi ¢isla (zapornd a 0). DalSi mnozinou jsou raciondlni ¢isla — hazenkarsky mi¢
(obsahuje tenisdk i pingpongovy micek), racionalni Cisla rozSifend o zlomky a desetinna cisla. Dalsi
mnozinou jsou realna ¢isla — volejbalovy mi€, ktery obsahuje raciondlni ¢isla rozsifend o iracionalni
¢isla. Nejveétsi mnozinou je basketbalovy mi¢ — mnozina komplexnich cisel, ktery obsahuje vSechny

ptedchozi mnoziny.

N- pingpongovy micek
Z - tenisak

Q - hazenkarsky mic¢
R - volejbalovy mic¢

C - basketbalovy mic

Ciselné obory

PRIROZENA CiSLA

Udéavaji pocet prvkl v kone¢nych neprazdnych mnozindch, popt. pofadi prvkl v uspofaddanych n-
ticich. Lze je zapisovat v pozicnich Ciselnych soustavach (desitkova, dvojkova, ...) nebo v nepozi¢nich
¢iselnych soustavach (napf. fimské ciselnd soustava). V mnozin€ N je definovano usporadani, s¢itani a
nasobeni.
CELA CISLA
= ptirozena Cisla (kladna celé ¢isla), nula a zdporna celd Cisla

- Oznaceni: Z

-V oboru Z jsou bez omezeni proveditelné operace s¢itani i od¢itani a nasobeni.

Délitelnost:
Celé ¢islo a je nasobkem celého ¢isla b (Cislo a je délitelné Cislem b), existuje-li takové celé Eislo X,

ze a = ax; o Cislu b pak fikame, ze je délitelem Cisla a.
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Spole¢ny délitel dvou nebo vice Cisel je celé Cislo, kterym je délitelné kazdé z nich; jejich spoleény
nasobek je celé ¢&islo délitelné libovolnym z nich. Cisla 1, -1 se nazyvaji samoziejmi spole¢ni délitelé
celych ¢isel. Nemaji-li cela Cisla jiné spolecné délitele nez samoziejmé, nazyvame je nesoudélna cela
cisla.

Véta o algoritmu d€leni v oboru Z. Ke kazdym dvéma celym ¢islim a, b, z nichz b je rizné od nuly,
existuje praveé jedna dvojice celych Cisel g, r takovych, ze plati:

a=bq+r,0<r< bl

RACIONALNI CiSLA
= reéalna Cisla, ktera vyjadiuji podily % ,kdea e C,b e CAb=0 (napi.: g,— %)
- specialnim pfipad, napt.: % =3,--=-3

. ISP a o . s r
- sracionalnimi ¢isly ve tvaru , Se pocita podle pravidel pocitani se zlomky

Vyjadreni raciondlnich &isel desetinnym rozvojem:

Racionalni ¢islo a/10", kde n je pfirozené ¢islo, se nazyva desetinny zlomek: a/10n = £ (p + p1/10 +
p2/10% + ...+ pa/10™, kde p je celé &islo a pi (i = 1, 2, ...n) jsou celd &isla, pro n&z plati 0 < pi < 9. Misto
uvedeného zapisu se strucné pise a/10n = + p, p1, p2...pn

Symbolu na pravé strané¢ této rovnosti se fika ukonceny desetinny rozvoj, ¢arka v desetinném rozvoji
se nazyva desetinna Carka; o ciffe pi se fikd, Ze je na i-tém desetinném misté nebo Ze je €islici fadu —i.

Cislo 107 se nazyva jednotka fadu —i; misto jednotka ¥adu -1 se téZ uziva nazvu desetina, podobné
jednotce fadu -2 se fika setina, jednotce fadu -3tisicina atd.

REALNA CiSLA
= matematické objekty, které tvoii prvky mnoziny R, v niZ jsou definovany nasledujici vztahy a operace:

Vztah rovnosti mezi realnymi ¢isly:

1. a=a, pro kazd¢ a € R....symetrie rovnosti
2. a=b =b=a...reflexivnost rovnosti

3. a=b Ab=c =a=c...tranzitivnost rovnosti

Ke kazdé usporadané dvojici ¢isel a € R, b € R je jednoznaéné pfifazeno realné ¢islo

a + b zvané soudet realnych Eisel:

1. Pro kazdou dvojici Cisel a € R, b € R plati: a+b=b+a...komutativni zdkon pro s¢itani
2. Pro kazdou trojici ¢isel a € R, b € R, ¢ € R plati: a+(b+c)=(atb)+c...asociativni zdkon pro s¢itani
3. Existuje ¢islo 0 € R takové, Ze pro kazdé ¢islo a € R plati: a+0=a

4. Pro kazdé ¢islo a € R existuje Cislo —a € R takové, ze plati a+(-a)=0



Ke kazdé uspoiadané dvojici Cisel a € R, b € R je jednoznaéné pfifazeno realné <cislo

ab zvané soudin redlnych &isel:

1. ab=ba..komutativni zékon pro nasobeni
2. a(bc)=(ab)c...asociativni zdkon pro nasobeni

3.a.1=a
4. a.1=1
a

Prokazdé a € R, b € R, ¢ € R plati:

(atb)c = ac + be...distributivni zdkon pro nasobeni vzhledem ke s¢itani
- Prokazdé a € R plati prave jeden ze vztahi: a>0, -a<0, a=0
- Jelia>0Ab>0,jea+b>0Aab>0
- Absolutni hodnota reélného cisla

- Geometrické znadzornéni (zobrazeni) redlnych Cisel: ¢iselna osa

KOMPLEXNI CISLA
= jsou usporadané dvojice redlnych cisel (oznacujeme je a = [ai, a2], a1 se nazyva redlna Cast, az
imagindrni ¢ast komplexniho cisla a), pro néz je definovan vztah rovnosti a operace s¢itani a nasobeni:
komplexni ¢isla a = [ai, a] a b = [bi, b2] jsou si rovna, jestliZe zaroven plati
a1 =by, a2=hz

- Nerovnost mezi komplexnimi ¢isly nedefinuje.

- Soucet: a = [ai, az], b = [b1, b2] je komplexni ¢islo [a1 + b1, a2 + b2], zna¢ime jea+ b

- Soudin: a = [ai1, a2], b = [b1, b2] je komplexni ¢islo [aib1 - azbz, aib2 + azb1 ], znaéime jea . b

- Absolutni (prosta) hodnota: z = [z1, 2] nazyvame realné Gislo = ¥z .z = Va?s B2
- Komplexni cislo, jehoz absolutni hodnota je rovna jedné, se nazyvd komplexni jednotka.

Specialnim piipadem je ¢islo i = [0, 1] zvané imaginarni jednotka, pro niz plati i? = -

Geometrické zobrazeni (znazornéni) komplexnich ¢isel:

Im

iy - =Ry

1 X Re

- Gaussova rovina (= rovina komplexnich ¢isel)
- Osa Re — osa realna (osa realnych cisel), Osa Im — osa imagindrni (osa imag. Cisel)

Algebraicky tvar komplexniho ¢&isla:




Kazdé¢ komplexni ¢islo lze vyjadfit ve tvaru a+bi. Redlné cislo a nazyvame redlnou casti
komplexniho Cisla, redlné¢ Ccislo b imaginarni ¢éasti. Komplexni ¢islo i1, pro néhoz plati
i>=-1, nazyvame imaginarni jednotkou. Vyraz a+b; nazveme algebraickym tvarem komplexniho &isla.

Goniometricky tvar komplexniho ¢isla:

ra (cos o +isin )

Ciselné soustavy

Dvojkova (binarni) soustava:

— Soustava o zakladu 2.

— Pouziva pouze dvé Cislice — 0, 1.

Témito prostymi ¢islicemi zvanymi bity (z anglického vyrazu pro dvojkovou Cislici — Binary digit) 1ze
vyjadtit jakékoli ¢islo tim, ze ho rozlozime na soucet postupnych mocnin se zadkladem 2, tj. na ¢isla: 20 =
1,21=2,22=4,23=28,24 =16, atd.

Pokud se pii tomto rozkladu ptislusnd mocnina v daném tadu vyskytuje, zapisujeme ji jako 1, chybi-
li, piSeme 0. Pro lepsi pfedstavu piepisu prvnich deseti Cisel z desitkové do dvojkové soustavy poslouzi

nasledujici tabulka:

Cislo desitkové Rozklad na posloupnost mocnin Zapis ve dvojkové soustave

0 0000
1 1_20 0001
2 1_21+0_2° 0010
3 1-2 412 0011
4 1-2+0-2'+0-2" 0100
> 1-2740-2+1-20 0101
6 12 +1-2+0-2 0110
7 1.22+1.21+1.20 0111
8 1:240:2+40:240-2 1000
? 12402402412 1001

DalSi soustavy

Osmickova (oktalova) soustava:

Je to polyadicka ¢iselna soustava o zdkladu g = 8. Pouziva osm ¢islic: 0, 1, 2, 3,4, 5,6, 7.

Desitkova (dekadickd) soustava:

Je to polyadicka ¢iselna soustava o zakladu g = 10. Pouziva ¢islice 0, 1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8, 9.



Sestnactkova (hexadecimalni) soustava:

Je to polyadicka Ciselnd soustava o zdkladu g = 16. Pouziva Sestnact Cislic (znaka): 0, 1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8,
9,A,B,C,D,E, F (misto 10, 11, 12, 13, 14, 15). Sestnactkova soustava se pouzivé naptiklad pro zapis

barvy v HTML kédu. Je to v podstaté zkracend forma zapisu dvojkové soustavy.

Reflexe ve Skolské matematice

5. tf. dvojkova a desitkova soustava
6. tf. desetinna Cisla, délitelnost pfirozenych Cisel

7. tf. cela Cisla, racionalni Cisla.



A3. Linearni rovnice a nerovnice, jejich soustavy. Algebraické a transcendentni

rovnice. Diofantovské rovnice. Typy rovnic ve $kolské matematice, metody jejich

reseni.

Linearni rovnice a nerovnice

Rovnost

= relace, neboli vztah vyjadiujici totoznost objektt, které jsou v tomto vztahu; kazdy objekt je roven jen
sdm sobé

Rovnice

= je zapis rovnosti dvou vyrazil, v nichz se mize vyskytnout néjaké pismeno oznacujici tzv. neznamou.

- jakékoli vyrokova forma o n proménnych V (xi, x2, ..., xu), jejimz oborem proménnosti je mnozina
v§ech realnych &isel. Resenim této rovnice rozumime pak kazdy prvek z oboru pravdivosti
vyrokové formy V (xi1, x2, ..., xn), tj. kazdou uspotfddanou n-tici redlnych &isel [as, ao, ..., ax], pro
niz je vyrok V (xi1, x2, ..., xn) pravdivy.

- (Cislo x, které vyhovuje dané rovnici (tj. jeho dosazenim do rovnice za proménnou se pievede

rovnice na pravdivou rovnost) se nazyva koren rovnice neboli feSeni rovnice.

Resit rovnici znamena:

- najit libovolné x vyhovujici dané rovnici
- najit mnozinu vSech x vyhovujicich dané rovnici

- najit postup, kterym urc¢ime vSechny kofeny rovnice

FEkvivalentni ipravy

- postup, kterym z dané rovnice ziskame jinou rovnici se stejnou mnozinou kotfenti
- smyslem ekvivalentnich tuprav je dostat rovnici do n¢jakého jednodussiho tvaru, ze kterého uz
muzeme vypocitat vysledek rovnice
- provedeme-li s libovolnou rovnici né€kterou z téchto uprav, vznikne rovnice ekvivalentni
s ptvodni:
- nasobeni obou stran rovnice nenulovym cislem
- pricteni téhoz ¢isla k obéma stranam rovnice
- pficteni libovolného nasobku mocniny neznamé s pfirozenym exponentem k obéma
stranam rovnice
- provedeme-li s libovolnou nerovnici nékterou z t€chto uprav, vznikne rovnice ekvivalentni
s ptivodni
- pficteni téhoz ¢isla k obéma strandm nerovnice
1



- pficteni libovolného nasobku neznamé k obéma stranam nerovnice

- pficteni libovolného ndsobku mocniny s pfirozenym exponentem k obéma strandm
nerovnice

- nasobeni obou stran nerovnice tymz kladnym ¢islem

- nasobeni obou stran nerovnice tymz zapornym ¢islem se sou¢asnou zménou smyslu
nerovnice (méni se smysl nerovnosti, znak < je nutno nahradit znakem > a obracenc¢)

- provedeme-li v dané soustavé rovnic nékteré z téchto Uprav, je upravend soustava ekvivalentni
s ptivodni soustavou

- nahrazeni libovolné rovnice rovnici s ni ekvivalentni

- pficteni libovolného nasobku jedné rovnice k jiné rovnici soustavy

- vypusténi rovnice, ktera je ekvivalentni s nékterou jinou rovnici soustavy

- zadménou potadi rovnic

Implika¢ni dprava je zejména umocnéni obou stran (ne)rovnice tymz piirozenym Cislem.
Zkouska je logicky nutnou fazi pti feSeni, v nichz se uzivaji neekvivalentni Gipravy (ne)rovnic, coz jsou
zejména:

- nasobeni (ne)rovnice vyrazem s proménnou

- umocnovani (ne)rovnice

Linearni rovnice

=uvazujme dvé funkce f(x), g(x) které jsou definovany na néjaké mnozin¢ D, pak nalezeni vSech x e D,

ktera splnuji rovnost f(x)= g(x) se nazyva rovnici o jedné neznamé x (rovnice 1. stupng¢)

Obecny tvar: ax + b =0

Linearni rovnice miize mit mnoho riiznych tvard. Abychom mohli linearni rovnice fesit, potfebujeme je
upravit na zakladni tvar. Zakladni tvar vypada takto: x je neznama a symboly a a b jsou libovolna realna

Cisla. Pfitom Cislo a nesmi byt nulové, tj. a# 0. Vyrazu ax fikdme linearni ¢len, vyrazu b absolutni ¢len.

Linearni nerovnice
= vyrokovéa formule ax + b < O nebo ax + b > 0
Je-li v nerovnici ax < b, resp. ax > b nulovy koeficient a, a = 0, neni tato rovnice linedrni a feseni je
nasledujici:
- je-li b > 0 nemé dana nerovnice feSeni

- je-li b < 0 ma dana nerovnice nekonecné mnoho feseni



Linearni nerovnici v sou¢inovém nebo podilovém tvaru s neznamou x nazyvame kazdou nerovnici, ve

které je v soucinu nebo v podilu jeden nebo vice linedrnich dvojélenii. Linearni nerovnici v sou¢inovém

nebo podilovém tvaru dale nazyvam kazdou nerovnici, kterou Ize pomoci tzv. ekvivalentnich uprav
pfevést na nerovnici ve vySe uvedeném tvaru.

Pti fesSeni tohoto typu rovnic pouzivame bud’ metodu pifevodu dané rovnice na feseni soustavy nerovnic
(zpravidla v ptipadé, kdy se v nerovnici vyskytuji v soucinu nebo podilu pouze dva linedrni dvojCleny),

anebo metodu nulovych bodl (v pfipad¢ vétsiho poctu linearnich dvojclent).

Nerovnice v sou¢inovém tvaru:

Jde o typ nerovnic:

Vi(x).V,(x)>0 Vi(x).V,(x)<0

Vi(x).V,(x)=0 Vi(x).V,(x)<0
Vi(x).V,(x)#0

Nerovnice v podilovém tvaru:

W, e,

Vy(x) V()
nw o, Lo,
Va(x) Va(x)

Soustavy linearnich rovnic

Soustavou dvou linearnich rovnic se dvéma neznamymi x, y nazyvame kazdou soustavu rovnic ve tvaru:
ax+by=c
a,x+b,y=c,

kde a1, b1, c1, a2, b2, c2 € R.

Pii feSeni soustav rovnic dale nové pouzivame tyto ekvivalentni apravy:

- dosazeni vyrazu, kterym z jedné rovnice vyjadiime né€kterou nezndmou pomoci druhé neznamé,
za ptislusnou nezndmou do zbyvajici rovnice

- pricteni n¢které rovnice soustavy k zbyvajici rovnici této soustavy

- vynasobeni n€které rovnice soustavy nenulovym ¢islem a soucasné piicteni ndsobku zbyvajici
rovnice soustavy k této ndsobené rovnici.

ResSenim soustavy dvou rovnic se dvéma nezndmymi jsou uspotfadané dvojice realnych ¢isel. Pii feSeni

soustavy dvou linedrnich rovnic se dvéma nezndmymi miiZe nastat jedna z nasledujicich moznosti:
a) soustava ma jediné feSeni
b) soustava ma nekonecné mnoho feseni (tato feSeni tvoii v kartézské soustaveé souradnic ptimku)

¢) soustava nema feSeni



Soustavy linearnich rovnic s vice neznamymi

- neni vhodné uzivat metodu dosazovaci ¢i s¢itaci, idealni je uziti Gaussovy elimina¢ni metody

Soustavu linearnich nerovnic zpravidla fesime tak, ze kazdou nerovnici vyfesime zvlast a feseni celé

soustavy pak urcime jako priinik vSech dil¢ich feseni jednotlivych nerovnic.

Metody reSeni soustav linearnich rovnic

1) Sc¢itaci metoda (elimina¢ni)

Scitat dve rovnice znamena scitat jejich levé 1 pravé strany. Pii s¢itacim zptisobu kazdou z obou rovnic
nasobime vhodnym ¢islem tak, abychom jednu nezndmou po secteni obou rovnic vyloucili (elimilovali).
Vznikne tak rovnice o jedné nezndmé, kterou dovedeme fesit. Druhou nezndmou vypocitdme bud’
dosazenim takto vypocitané jedné neznamé do nékteré z danych rovnic, nebo opakovanym séitacim

zpusobem. O spravnosti vysledku se presvéd¢ime zkouskou, a to dosazenim do obou rovnic.

2) Dosazovaci metoda (substituéni)
Z n¢které rovnice vyjadiime jednu neznadmou uzitim druhé nezndmé a takto vznikly vyraz dosadime na
jeji misto do druhé rovnice. Dostaneme linearni rovnici o jedné neznamé, kterou umime fesit. Druhou

nezndmou dostaneme nejvyhodnéji, dosadime-li vypocitanou neznamou do substitu¢ni rovnice.
3) Srovnavaci metoda (kompara¢ni)
Spociva v tom, Ze z obou rovnic vyjadiime tutéz neznamou pomoci druhé neznamé a porovnanim obou

vyjadifeni prvni nezndmou eliminujeme, ¢imz dostaneme rovnici pro druhou nezndmou.

4) Gaussova elimina¢ni metoda

a;; a4y, a,, b
vy .. 21 Ay a,, b N , . . . .
— rozsifenou matici B = soustavy pievedeme upravami na matici C, ktera ma
aml am2 amn bm

pod hlavni diagonalou samé nuly. Pak soustava rovnic o n neznamych, kterd ma za svou rozsitenou
a, x, +a,x, +..+a,x, =b,

.. C e . , ay X, +apX, +..+a,,x, =b,
matici soustavy matici C, je ekvivalentni se soustavou

a,x, +a,,x,+..+a,x =b

n



Pomoci Frobeinovy véty zjistime, zda je soustava fesitelna. Pokud se rovna hodnost matice hodnosti
matice rozsifené je soustava feSitelna. Hodnost 4 matice A4 typu (m, n) nazyvame maximalni pocet
linearné nezavislych vektort tvoficich radky, popt. sloupce matice A.

Gaussova elimina¢ni metoda — ekvivalentnimi Upravami pfevedeme matici na matici trojuhelnikovitého
typu, tj. aby pod diagonalou zistaly samé nuly. Vypocitame posledni nezndmou a dosadime zpatky do

rovnice.

Gaussova elimina¢ni metoda

1. Uprava na trojuhelnikovy tvar
2. Rozhodnuti o feSitelnosti rovnice (Uprava matice na schodovy tvar)

- hodnost matice h(A) a hodnost matice rozsifené h(A/b)

h(A)=h(A/b)=n soustava ma prave jedno feseni

h(A)=h(A/b)<n soustava ma nekone¢n¢ mnoho feseni
(parametrizace)

h(A)# h(A/b) soustava nema feSeni

Napf.

Soustava 4 rovnic o0 4 neznamych. Po upravé h(A)=3, h(A/b)=3, n=4, tzn. soustava ma nekone¢n¢ mnoho
feSeni.
Pocet parametrt je: n-h(A) tzn. 4-3=1 (za parametr nevolime x1, X2, X3). Za parametr nevolime proménné

odpovidajici sloupctim s prvotnimi prvky fadki matice ve schodovém tvaru. Parametr t=x4.

5) Cramerovo pravidlo — soustava #n linearnich rovnic o n nezndmych
a,x, +..+a,x, =b,

a,x, +..+a,x, =b,

a,, .. a

n

s nenulovym determinantem soustavy D=|.. .. .. [#0

a

nl nn
ma prave jedno feSeni ( x,,...,x, ), kde x;, =—, pfitom D, je determinant, ktery vznikne z D tim, ze
D

v ném i-£y sloupec nahradime sloupcem pravych stran rovnic.
Determinant spo¢itime pomoci Sarussova pravidla', ktery spo¢iva v tpravé piivodni matice, kdy k matici

piipiSeme jako ¢tvrty a paty fadek jeji prvni a druhy fadek.

! pro vypocet determinantu matice 2. a 3. fadu



Prvky leZici na uhloptickach vynasobime, ty uhlopticky, které sméfuji zleva doprava secteme a tém, které
sméiuji zprava doleva, pfitadime znaménko minus.

D =a,,aya5; +0,,03,0,; + 030,053 — 0130005 — Ay3d30d)) — 30,0y,

Cramerovo pravidlo

Necht’ A je regularni® matice fadu n a A je étvercova matice ¥adu n vznikla z matice A nahrazenim i-tého

det 4,
sloupce matice A vektorem b. Potom jediné feSeni x=(x1, ..., xn)" je d4no vztahem: X, = detAl
e
Pi:
- X, +2x, +3x; =3
x, —6x;=-3
2x, +4x,=0
-1 2 3
1 0 -6
2 4 =-36
-1 2 3
detA=det bo=6
Matice A je regularni, mizeme pokracovat dal.
3 20 detd, 36
t
detAi=det| -3 0 —-6|=36 X, = etA _ o -1 (1. sloupec nahrazen 4.)
det4 -36
10 4 0
-1 33 detd, —18 1
detA=det| 1 -3 —6|=-18 xZ:L:_—:—
det4 -36 2
12 0 0
-2 3 detd, -12 1
t —
detAs=det{1 0 -3|=I2 PO B
det4 -36 3
|12 4 0

Reseni dané soustavy je tedy:

2 gtvercovd, jejiz determinant # 0, fadky regularni matice jsou lin. nezavislé — pokud je lin. kombinace = 0 (V = a,V, + a2\72 )

6



11
= ) 5 ! = _1:_’_ !
x=(x,%,,X;)" =( 5 3)

- Pokud je matice A singularni (Det=0), je lepsi dale pocitat pomoci Gaussovy elimina¢ni metody.

- Pokud je matice A singuldrni matice a ostatni matice Ai jsou taktéZ singularni, ma soustava
nekone¢né mnoho feseni.

- Pokud je matice A singularni matice a alespon jedna z matic Ai je regularni, pak dané soustava

nema feSeni.

6) Metoda uziti inverzni matice

Jsou-li linedrni rovnice nezavislé a ma-li soustava pravé jedno feSeni (hodnost matice je rovna hodnosti
matice rozsifené a zaroven rovna poc¢tu nezndmych), 1ze uzit inverzni matici k feSeni soustavy rovnic.
JestliZze plati: 4. x = C, kde A4 je matice soustavy a C je sloupec pravych stran rovnic.
Pak miizeme napsat 4.x=C /. Al

A’ A.x=A". C, kde A7 je inverzni matice.
Pro inverzni matici plati: 4 . A/ =E, kde E je jednotkova matice .

Sestavime si matici typu (n, 2n), jejiZz pravou stranu bude tvofit jednotkova matice.

a, a, .. a, 1 0 .. 0
ay Ay .. a, 0 1 .. 0
a, a, .. a, 0 0 .. 1

a tuto matici upravime ekvivalentnimi Gpravami na matici

10 .. 0 b, b, .. b,
01 .. 0 b, b, .. b,

oo ..1%#s, b, .. b,
b, b, .. b,
. 21 b22 2n . ’
Pak matice bude inverzni.
bnl an bnn
Pr.:

X, +X, —xy=-2
X, —x, +x,=0

2x, +x, = 3x; =7



1 1-111 0 O 1 0 0]2/4 2/4 0
1-1 10 1 0)=(0 1 0|5/4 -1/4 -1/2
2 1-3/0 0 1 0 0 1|3/4 1/4 -1/2

x=A"1.C

2/4 2/4 0 -2 -1
x=[5/4 -1/4 -1/2|{0 |=|1
3/4 1/4 -1/2 7 2

7) Grafické feSeni — jestlize sestrojime mnoziny bodi, jejichz soufadnice jsou feSenimi jednotlivych
rovnic soustavy, pak grafickym feSenim soustavy jsou soutadnice bodi spolecného priiniku vSech téchto
podmnozin.

Algebraické a transcendentni rovnice
ALGEBRAICKE ROVNICE

- rovnost polynomi definujeme jako gx=h,)
- symbol ,,=* v tomto piipad¢ oznacuje binarni relaci na mnoziné vSech polynomi z Tyx]
- rovnost lze chapat tak, Ze hleddme prvky « z nadtélesa T¢ télesa T, které po dosazeni do obou
polynomi gx) a hx) daji tyZ prvek g(a ) = h(a )e T=> takovou tlohu nazyvame algebraickou

rovnici o jedné neznamé x nad télesem T
A) LINERARNI
B) KVADRATICKE
ax’+bx+c=10

- ax? kvadraticky ¢len, bx linearni ¢len a ¢ absolutni ¢len

Odvozeni vzorce pro diskriminant

V rovnici kv. rovnice zavedu takovou substituci, aby vypadl prostiedni ¢len: x=y+m
a(y +m)> +b(y+m)+c=0
a(y* +2ym+m*)+b(y +m)+c=0

ay® +2aym+am® +by + bm+c=0 vytknout ypsilon

ay® + yQRam+b)+am® + mb+c=0 2am+b=0 => m=——



ay’ + a(—i)2 + (—i)b +c=0
2a 2a

2 2
ay2+b——b—+c:0
da 2a
2 2
0" b” —2b +4ac=0
4a
4 2_b2—4ac
4 4a
2_Z)2—4ac
Y 4q®
(1.2
Vi, = i% dosadit do: X=y+m
a
\Vb? —4dac b
X, =t (——
12 2 ( > )
. _—bi\/bz—4ac
1,2 —
’ 2a

D>0, rovnice ma dve¢ realna feSeni
D=0, rovnice mé jedno dvojnasobné feseni

D<0, dv¢ riznad imaginarni feSeni, jimiZ jsou ¢isla komplexné¢ sdruzena

Odvozeni Vietovych vzorcu

ax’* +bx+c¢=0

b b
a(x2+—x+£):O => p=—,q=£
a a a a

x2+px+q=0

X+ px+qg=(x—x)(x-x,)

P+ px+q=x" —xx, — xx, + XX,
X+ px+q=x" —x(x, +x,)+x,x,

—p=Xx, +X
VIETOVY VZORCE
q=Xxx,

C) KUBICKE ROVNICE (rovnice 3. stupng)
ax® +bx? +cx +d =0, kde X je nezndma, koeficienty @, b, c, d e Raa # 0.
- ax? kubicky ¢len, bx? kvadraticky €len, cx linearni ¢len a d absolutni ¢len kubického &tyfclenu.

- a, b, ¢ koeficienty



Kazda kubicka rovnice s realnymi koeficienty ma minimaln¢ jeden realny koten. Neni ale uplné
jednoduché se k tomuto koteni dostat. A€koliv obdobné jako u kvadratické rovnice existuji vzorce pro
vypocet kotenil kubické rovnice, jejich vypocet je pomérné slozita zalezitost.

Ukéazeme si proto nejprve tii postupy, jak miizeme vytesit nékteré specidlni kubické rovnice za pomoci

znalosti, které jiz mame z ptedchozich kapitol, a na tyto vzorce jen odkazeme.

1) Kubické rovnice v sou¢inovém tvaru

Mame-li kubickou rovnici zadanou v tzv. sou€¢inovém tvaru linearnich ¢initeld je urceni jejich kotfent
velmi jednoduché.

Kubicka rovnice v sou¢inovém tvaru vypada nasledovne:

a(x — xp)(x — xz)(x — x3) =0, kde x je nezndma a a, x,, x2, x3 jsou redlna Cisla.

Kofeny této rovnice pak jsou Cisla x;, x2 a x3.

Kromé soucinového tvaru, jest€¢ miizeme snadno urc€it kofeny z ¢aste¢ného rozlozeni kubického Etyfélenu
na soucin. Dostaneme-li kubickou rovnici zaddnu ve tvaru: a(bx + ¢)(dx’ +ex + f) = 0, vypocet korent
také nebude slozity.

Vyjdeme z tvrzeni, Ze soucin dvou vyrazii je nulovy, kdyZ alespori jeden 7 téchto vyrazii je nulovy. Ma-li
soucin linedrniho dvojclenu s kvadratickym troj¢lenem byt nulovy, musi byt nulovy alespoi jeden z nich,
neboli kubickou rovci rozdélime na feseni jedné linearni (bx + ¢ = 0) a jedné kvadratické

(dx? +ex + f'= 0) rovnice.

Linearni rovnice bx + ¢ = () bude mit vzdy jeden realny koten. A to je prave ten jeden redlny koten, ktery
musi mit kazda kubicka rovnice. Budeme-li totiz v ndvaznosti fesit kvadratickou rovnici dx? +ex + f'= 0,

muze se nam stat, Ze nebude mit v oboru realnych cisel koteny.

Pi:
Reste v R rovnici: 7(-2x +2)(2x* —8x+8)=0

Ma-l1i byt soucin nulovy, musi byt alespoii jeden Cinitel nulovy. Proto feSeni rozdélime na dvé rovnice.

7(2x+2)=0
x=-1

2x* —8x+8=0
D=0,x=-2

Ziskali jsme tedy dva koteny kubické rovnice: —2 (dvojnasobny koten, ¢ili mizeme fici, Ze mame tfi

kofeny) a / a miZzeme zapsat K = {-2, 1}
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2) Kubicka rovnice bez absolutniho ¢lenu
-ax> +bxX’ +ex=0
Jak je vidét, z vyrazu na levé stran€ rovnice miiZzeme jednoduse vytknout x a celou rovnici tak prevedeme

na predchozi ptipad, kdy mame rovnici zadanou jako soucin linedrniho a kvadratického ¢lenu

Pf.:
Reste v R rovnici: x> —x* +x=0.
K=10}

Kazda kubicka rovnice bez absolutniho ¢lenu ma koten 0. Nékteré pak maji 1 dalsi redlné koteny.
3) Kubicka rovnice s celo¢iselnym kofenem

Vime-li, Ze dana kubicka rovnice ma celociselny koren, mizeme ho zkusit uhddnout. Pokud bychom
totiz hodnotu takového kotfenu znali, mohli bychom z kubického ¢tyi¢lenu vytknout vyraz x — k, kde & by
byla hodnota znamého kotenu. Tim kubicky Ctyf¢len pfevedeme na soucin linearniho a kvadratického
¢lenu, coZ uZ umime fesit.

Nalézt tuto hodnotu ale nemusi byt vzdy Uplné€ jednoduché a nelze postupné dosazovat vSechna celé Cisla.
Pokud ale kubickou rovnici upravime na tvar x° + px’ + gx + r = 0 (normovany tvar rovnice), pak plati,

ze koren k déli bezezbytku koeficient r.

Pt.:

Reste v R rovnici: 4x° —8x” —12x — 24 =00 které vite, Ze ma celo&iselny kofen.

Nejprve rovnici upravime tak, aby koeficient u kubického ¢lenu byl koeficient /.

Dostaneme rovnicix’ —2x° —3x —6 =0 . Kofen musi délit ¢islo —6. Délitelé —6: +(3,2,1).

Postupné je budeme dosazovat do rovnice a zkouset, ktery z nich to je. Nakonec zjistime, ze kofenem je
Cislo —2.

Zname-li kofen —2, vydélime kubicky ¢tyiclen linedrnim vyrazem x + 2.

¥ =2x7 =3x—6:x+2=x"-3 =x’-2x"-3x-6=(x+2)(x* -3)

Zbyva vypocitat, zda existuji, a jaké jsou zbyvajici koteny. Na prvni pohled je ale vidét, Ze to budou ¢isla
++/3. Tedy K ={-2,—/3,+/3}.

V¢étsina, ale nikoliv vSechny kubické rovnice ma jen celoCiselny koten. BohuZel nékteré rovnice se neda;ji

upravit do tvaru s koeficientem 1 u kubického ¢lenu a celoCiselnym absolutnim ¢lenem, a proto se obcas

vyplati zkusit tento koten ,,uhddnout” vyzkousenim ¢isel -2, -1, 1, 2 apod.
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4) Obecna kubicka rovnice
Yy =u+v
- fedi se pomoci Cardanovych vzorci: y, =u.c +v.g’
y=ug +v.e
& libovolna primitivni 3. odmocnina z 1

- redukovany tvar kubické rovnice: y’ + py +¢ =0

- postup pro odvozeni Cardanovych vzorct zdlouhavy...za¢ina se substituci v obecné rovnici za

x=y+m....substituce m=-a»/3a3 — vypadne y” ....substituce y=u+v (chceme pouzit Vietovy vzorce

a vytvorit kvadratickou rovnici) ...

2 3
- diskriminant kubické rovnice A ... A= (gj + (ﬁj

3
A>0 ... 1 redlny koten + 2 komplexné sdruzené kotfeny
A<O ... 3 rliznd reédlna fesent
A=0 ... 2 feSenti, ale jedno je dvojnasobné z R
D) BIKVADRATICKE
ax! +bx’ +c=10

- fe$i se pomoci substituce x° =y
- dostaneme kvadratickou rovnici, kterou umime fesit; poté nesmime zapomenout dosadit do

substituce a spocitat kotreny

PfF.:
Xt +xt—-6=0

K=t 2}

E) BINOMICKE

xX"—a=10 kde a# 0, n >/, feSenim je n-t& odmocnina z a
- fe$i se v oboru komplexnich ¢isel
- bindrni rovnice n-tého stupné ma n riznych feSeni

- feSeni rovnice lze najit zkoumanim goniometrického tvaru komplexniho ¢isla.

M¢jme rovnici v zdkladnim tvaru. Nejdiive vyjadiime komplexni ¢islo a v goniometrickém tvaru:

a= |a|(c0s @ +ising)

Yo o+2kr .. @p+2krx
feseni pak dostaneme ve tvaru: x, =4/ a|(cos— +isin———
n

)

n

12



Specialni pripady — n-té odmocniny z 1:
1 x’=1=0
(x-Dx*+x+1)=0

3 1 3

o =la,=—+i—,a,=——i—
! 2 2777 2 2

2) x*-1=0
(x = D(x+1)(x—i)(x+i)=0

a,=la,=-la,=i,0,=—i

Pi.: x* +16=0 - dosazeni do goniometrického tvaru: (a =|a|(cosg +ising))

xt=-16

a -16
cosa =-1

|z| 16
sina = —2—0

|Z| 16
=>a =180°

@o+2kr .. @+2kx
x, =1/|lal(cos +isin ,(k=0,...,n-1
K ﬂ( , ) ( )
xoz‘{/ﬁ(coslgo+2'0ﬂ+isin180+2'0'7z):2.(£+il):\/§+i 1.koten
4 4 2 2
X, =
X, =
X3_
F) RECIPROKE ROVNICE

n n—-1 2 1
ax"+a, x" +..+a,x +ax +a,=0
- pokud a x = a np.kx — rovnice . druhu, lichého i1 sudého stupné, koten -1
- =5 +2x7 +2x-5=0

- 2t =x*=3x"=-x+2=0

pokud a k = -a y.k - rovnice II. druhu, lichého i sudého stupné, koten 1

- —4x* +2x’ —2x+4=0...recip. rov. II. druhu sudého stupné musi mit prostiedni ¢len

s koeficientem 0

reciproké rovnice nemaji koten 0! (protoze kazda obsahuje nenulovy absolutni ¢len)
pokud je kofen &islo ¢, potom je kofenem i ¢!
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Transcendentni rovnice

- nealgebraické rovnice jsou rovnice s transcendentni funkci. Jsou to napi. exponencialni,

logaritmické, goniometrické, rovnice s nezndmou pod odmocninou.

A) LOGARITMICKE ROVNICE

- je rovnice, v niz se vyskytuje neznama v logaritmickém vyrazu. Obecné 1ze logaritmické rovnice fesit
jen graficky nebo pfibliznymi numerickymi metodami. Jen v nékterych jednoduchych zvlastnich
piipadech lze tyto rovnice pievést vhodnou substituci na algebraické rovnice.

Zakladni logaritmicka rovnice:

log, x=b, a>0,a#0 (,logaritmus ¢isla x o zakladu a*)

Logaritmus ¢&isla x o zakladu a je takové &islo b, pro které plati a” = x.
Logaritmus o zakladu 10 obvykle oznacujeme jako dekadicky logaritmus. NepiSeme, necteme.

Logaritmus o zakladu e — pfirozeny logaritmus Inx (log, x ).

Pro feSeni logaritmickych rovnic vyuzivdme vzorce a véty pro poc€itani s logaritmy:
y=log, x<=>x=a",kde a>0,a senerovna | ax nalezi R*

log,(x.y)=1log, x +log, x

log,(x/y)=1log, x —log, x

log, x” =y.log, x

log, x=log, y=>x=y

log,1=0

log,a=1

log,a* =x

alogur =

B) EXPONENCIALNI ROVNICE

- je rovnice, kde neznama je v exponentu — mize tedy vypadat nasledovné: 4* =16. Ur¢it neznamou

v tomto ptipad¢ by se melo podafit vSem z hlavy — x=2, ale jsou rovnice, kde toto nejde, napt.

x+1
(l) =125.
5
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Pfi feSeni exponencialnich rovnic se snazime upravit ob¢ strany na stejné zaklady. Pokud se nam to

povede, mizeme rovnici zménit tak, ze si polozime rovny exponenty. Pokud to nelze musime rovnici

logaritmovat.
Pr.
5-2x

o

3
3—5+2x — 34
-5+2x=4
2x=9
x=4,5

Vzorce pro feSeni exponencialnich rovnic:

1) Rovnice pfevedeme do tvaru, aby se zdklady sobé rovnaly.

a’ =a’

xX=y

2) Pokud ptevod do exponencidlniho tvaru neni mozny, musime logaritmovat.

loga™ =logbh”
x.loga = y.logh

3) Reseni exponencialnich rovnic pomoci substituce.

V nékterych pifipadech si miizeme exponencialni rovnici zjednodusit pomoci substituce.

57 +5"-6=0

nyni provedeme substituci a =5"

a’+a—-6=0

a z této kvadratické rovnice spocitame kofeny 2 a -3, kofeny zpétné dosadime: 2 =5", rovnici
zlogaritmujeme: log2 = x.log5

e log2

- log5

Pro koten -3 nepocitame, zaporny logaritmus neexistuje.

UZzitecné vzorce pro feSeni exponencidlnich rovnic:
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a.a =a a=—7
a

a” -,

as =ar S

(ar)s :ar.s

(ab)'=a"b"

C) GONIOMETRICKE ROVNICE

- je tehdy, pokud je neznamé v goniometrické funkci. Gon. funkce se nazyva skupina funkci velikosti
uhlu pouzivanych naptiklad pfi zkoumani trojahelnikii a periodickych jevi.

Gon. funkce jsou zakladem goniometrie. Obvykle se definuji jako pomér dvou stran pravouhlého
trojuhelnika nebo délky urcitych ¢asti tisecek v jednotkové kruznici.

1) zakladni goniometrické rovnice:

a) typ f (x)=c

sinx =—
2

x, =30°

x, =150°

b) typ f(x+d)=c

¢) typ f(n.x+d)=c

a) obsahuji jen 1 goniometrickou funkci

b) goniometrické rovnice obsahujici vice goniometrickych funkci se musi zjednodusit pomoci vztaha
mezi goniometrickymi funkcemi tak, aby obsahovaly jen jednu funkci

¢) goniometrické rovnice fesSené pomoci vzorcii

D) IRACIONALNI ROVNICE (rovnice s neznimou pod odmocninou)

- zékladni ekvivalentni Gprava - umocnéni obou stran rovnice na druhou

Tato uprava je ekvivalentni pouze, kdyZ ob¢ strany rovnice maji stejné znaménko. Pokud ale toto
nebudeme u feSenych rovnic schopni zajistit a pouzijeme-li pfesto tuto Gpravu, mize se stat, Ze ziskame
rovnici, kterd uz nebude ekvivalentni s piivodni. Kofeny ptivodni rovnice budou koteny i nadale, ale je
mozné, ze rovnice, kterou ziskdme po umocnéni bude mit jesté néjaké kofeny navic. Bude tedy nezbytné

nutné, abychom po jejich vypocteni, provedli zkousku, kterou si spravnost vypoctenych hodnot ovétime.
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Po umocnéni rovnice se ndm podafi bud’ odmocnin Gpln¢ zbavit a dostaneme napf. linearni, ¢i
kvadratickou rovnici, nebo nam néjaké neznamé pod odmocninami ziistanou a budeme umocnovanim
fesit dalsi iracionalni rovnici.

Nezapomerite, ze druhd odmocnina je definovand jen pro nezéporna redlna ¢isla. Pokud se tedy pod

odmocninou vyskytuje vyraz s neznamou x, vyrazn¢ to ovlivni defini¢ni obor rovnice.

Diofantovské rovnice

- diofantovské rovnice jsou rovnice o dvou nebo vice neznamych s doplitujicim piredpokladem, ze
jejich fesenim jsou jen cela Cisla.
- dio. rov. se poprvé objevuji jako matematizace nékterych slovnich tiloh ve 4. a 5. roéniku ZS,
ovSem fesi se pouze v oboru ¢isel pfirozenych.
Pozn. Diofantos z Alexandrie byl fecky matematik Zijici pfiblizn€¢ v poloviné 3. stoleti naSeho letopoctu.
Zaslouzil se o rozvoj matematiky predevs§im tim, Ze napsal jedno z nejlepsich d¢l tehdejsi doby
HAritmetika®. Zde disledné pouzival matematickych znacek a mimo jiné zde popsal feSeni zminénych

rovnic.

Motivacni priklad jednoduché diofantovské rovnice
Honza mél ve stavebnici 19 kolecek. VSechna tato kolecka pouzil pii stavbé tiikolek a kolobézek. Kolik

sestavil kolobézek a kolik tiikolek? Najdete vSechna feseni?
- experimentalni feSeni:
Déti si zakresli znacky odpovidajici 19 koleCkiim ve stavebnici. Tyto znacky sdruzuji do skupin po dvou

a tfech tak, aby kazda znacka byla pouzita pravé jednou a aby vycerpaly vS§echny znacky.

- algebraické feseni:

3x+2y=19 .. diofantovska rovnice
2y=19—-x
x=15,y=2

- zapis feSeni pokusem:

zvolené x 1 2 3 4 5 6 7
3x 3 6 9 12 15 18 21
zbude na 2y | 16 13 10 7 4 1 -2
X 8 - 5 - 2 - -
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V tabulce jsme objevili pravidelnost: nalezneme-li dvé dvojice ¢isel, ktera jsou feSenim dané

diofantovské rovnice, dovedeme jiz najit vSechna ostatni feSeni

Diofantovskou rovnci 3y + 2y = 19 miizeme chapat jako rovnici ptimky zndzornéné v I. kvadrantu
celociselného souradnicového systému. Nalezena dvé feSeni [1, 8], [3, 5] jsou soutadnice bodu, které

piimku urcuji.

Diofantovska rovnice je algebraicka tloha feSena v obrou vSech celych ¢isel. Obecny tvar: ax + by =c,

rowr

kde a, b, ¢ jsou dana celé Cisla a x, y jsou neznama cela ¢isla.

Resitelnost diofantovskych rovnic v oboru celych &isel

Aby diofantovska rovnice ax + by = c byla fesitelnd, musi byt D(a,b) délitelem ¢isla c.

P¥.: Rovnice 2x + 2y = 9 neni feSitelnd. Jeji leva strana je urcité délitelnd dvéma, ale prava strana je Cislo
liché.

Uloha: Sestavte diof. rovnici ax + by = ¢ tak, aby

a) byla nefesitelna

b) byla fesitelna v oboru vSech piirozenych ¢isel

¢) nebyla fesitelnd v oboru pfirozenych Cisel, ale byla feSitelna v obrou vSech celych ¢isel

Vypodet jednoho fe$eni diofantovské rovnice (vychozi feSeni)

Pt. Je dana rovnice 4x + 6y = 50. Najd¢cte jedno jeji feseni. (1)
ovéfeni fesitenosti rovnice: 4x + 6y = 50
D4,6)=2 2/50 uloha je feSitelna
metoda dosazovaci:
- rovnici upravime tak, aby kazda jeji strana obsahovala jednu neznamou
- za X systematicky dasazujeme celd ¢isla az na levé strané dostaneme celociselny nasobek cCisla y

-z porovnani odpovidajicich rovnic ur¢ime x a y

6y =50 — 4x
2=50-48
6=50-44 6y =6 4x =44

y=1 x=11

Ostatni feSeni diof. rovnice (obecné feSeni)

Jestlize dvojice Cisel xo a yo je feSenim dané diof. rovnice, pak vSechny dvojice Cisel

X = Xo + bk
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y=yo—ak kdek je libovolné celé Cislo
jsou feSenim dané diofantovské rovnice.
Odivodnéni:
ax +by=c (dosadime za x, y)
a(xo + bk) + b(yo —ak) =c
axo + abk + byo —abk =c

axo +byo=c (dvojice xo,yo vyhovuje)

obecné feSeni rovnice (1)  x=xo0 + 6t

y =yo—4t
napt. t=2
x=11+6.2 y=1-4.2
x=23 y=-7

Zk.4.23 -6.7=50

P¥.: Pani ucitelka ma k dispozici 50 K¢ na karneval. Chce nakoupit lizatka po 2,60K¢ a 1,80K¢. Jaké ma

moznosti pro uskuteénéni nakupu, chce-li vycerpat vSechny penize?

Typv rovnic ve §kolské matematice, metody jejich FeSeni

Na ZS se probiraji linearni a kvadratické rovnice.

Linearni rovnice (v souc¢inovém tvaru, zlomku, vyuzivani desetinnych i zdpornych ¢isel)
l.3a+2=2a+10

2.3(10-2y)-12+23y-4)=0

3.02y(y—-1)==04(y+1)—(1—y)
Kvadratické rovnice (v podilovém a souc¢inovém tvaru)
12
x—1 x-2

2. (x=D(x+4)=0

1

3. x* +49=14x
Soustavy linearnich rovnic
3x+2y=46
2x+3y =49
K teSeni soustavy rovnic ozivaji zaci predevsim scitaci, dosazovaci nebo srovnavaci metody.
Pi.: 5 kg jablek a 3 kg banani stoji 146 K¢&. 2 kg jablek a Skg banani stoji 142K¢. Vypocitej, kolik stoji
kg jablek a banant.
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A4, Binarni relace, zobrazeni a funkce v matematice ZS. Vlastnosti, typy, priklady.

Linearni, kvadraticka funkce. Goniometrické funkce. Zpusoby zadavani ve Skolské

matematice.

Kartézsky soucin

Kartézsky soucin mnozin A x B je mnozina vSech usporadanych dvojic [a, b], kde ac A, be B.
AxB={[a,b]:acA,beB}
- Kartézsky soucin 1ze definovat obecné pro n mnoZin Ai x A2 X ... X An — mnoZina uspofadanych
n-tic.

- Jestli-ze se mnozina B=A, pak kartézsky soucin A x B nazveme kartézskou mocninou.

Pi.: Kartézsky soucin mnozin A={ai,az,a3}, B={bi,b2} se rovna:

A x B = {[a1, b1], [a1,b2], [a2,b1], [a2, b2 ], [a3,b1], [a3, b2]}

Vlastnosti KS:
- KS neni komutativni, tzn. AxB #Bx A
- KS neni operace asociativni

- KS je distributivni vzhledem ke sjednoceni a priniku mnozin

Grafické znazornéni KS:

kartézsky, Sachovnicovy, uzlovy

Binarni relace

Binarni relace R nad mnozinami A, B je podmnozina kartézského souc¢inu: Rc A x B.

Pripravna aloha: Uved’'me pfipad rodin s témito ¢leny: matka, otec, syn Pavel, syn David, dcera Helena.
pro nase ucely je oznac¢ime malymi pismeny:

matka ... m, otec ... o, Pavel ... p, David ... d, Helena ... h.

Budeme tedy pracovat s mnozinou {m, o, p, d, h}, ozna¢me ji M. Uved’te vS§echny uspotradané dvojice [x,
y] prvki X, y mnoziny M, pro které plati, Ze x je synemy.

Reseni: Zfejmé se jedna o tyto uspoiadané dvojice:

[p, m], protozZe ,,p je synem m* tj. Pavel je synem matky

[p, o], protoze ,,p je synem o tj. Pavel je synem otce

[d, m], protoZe ,,d je synem m* tj. David je synem matky



[d, o], protoze ,,d je synem o tj. David je synem otce.
Vztah ,,byt synem* je zde ,,reprezentovan‘ pravé uvedenymi ¢tyfmi usporddanymi dvojicemi. Mnozina
{[p, m], [p, o], [d, m], [d, o]} tedy v nasem ptipadé ptedstavuje ptibuzensky vztah , byt synem*

v mnozin¢ M. Pro vztah pouZijeme cizi slovo relace. Protoze se jednd o mnozinu uspofddanych dvojic,

budeme ji nazyvat binarni relace.

Definice:
Binarni relace v mnoziné M je mnozina, ktera je podmnozinou kartézského souc¢inu M x M. Mnozinu déti
v pfipravné tloze oznacme A, tedy A = {p, d, h} a mnozinu rodi¢i ozna¢me B, tedy B = {o,m}. Potom

relace ,,byt synem* je podmnozinou kartézského soucinu A x B.

Cim je binarni relace urcena?
1. vy¢tem vSech svych uspotfadanych dvojic

2. charakteristickou vlastnosti v§ech uspotadanych dvojic

P¥.: Je dana mnozina M={1,2,3}. Vztah mezi Cisly je, Ze x je mensi nez y. Zapiste tento vztah jako relaci
R, tj. mnozinu R vSech uspotadanych dvojic (x,y) z kartézského soucinu M x M:

1. vycet prvku ... R={(1,2),(1,3),(2,3)}

2. charakteristicka vlastnost ... R={(x,y) € MxM, x<y}

Zobrazeni binarnich relaci

Uzlovy graf
V tomto grafu zobrazujeme prvky mnoziny Mi, Mz jako body v roving, tzv. uzly. Pokud (a,b) e R
vyznacime Sipku jdouci z bodu a do bodu b. Pokud M1 = M2 = M, staci zobrazit jednotlivé prvky M

pouze jednou. V tomto ptipadé, pokud (a, a) € R, nazyvame Sipku smyckou.
k n
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Zakladni vlastnosti binarnich relaci

a) Relace R je reflexivni: Kazdy prvek je v relaci sam se sebou. V x (R(x,x)) (Relace R je ireflexivni: V

x (= R(%,%)) (®

b) Relace R je symetricka: Je-li prvni v relaci s druhym, pak druhy je v relaci s prvnim.

Vx Vy[R(xy)->R (v,X)] 0—7—*0

c¢) Relace R je anti-symetricka: Je-li prvni v relaci s druhym a druhy je v relaci s prvnim, pak prvni je

identicky s druhym. ¥V xVy [(R(X,y) AR(y,x)) -> x=y] symetrie nenastane

d) Relace R je asymetricka: Je-li prvni v relaci s druhym, pak druhy neni v relaci s prvnim:
VxVy[R(xy) ->= R (yx)]
e) Relace R je transitivni: Je-li prvni v relaci s druhym a druhy v relaci s tfetim, pak prvni je v relaci s

tretim.

¥xVzVy[(R(xy) AR(Y.2) >R (x2)] 6?

f) Relace R je cyklicka: Je-1i prvni v relaci s druhym a druhy se tietim, pak tfeti je v relaci s prvnim. V x

VzVy [R(xy) AR(Y,2)) -> R (zx)]

g) Relace R je (linerani) souvisla, konektivni: Je-li prvni v relaci se druhym nebo je druhy v relaci s

prvnim nebo jsou identické. V xVy [(R(X,y) v R(y,x) v x=y]

Typické priklady vlastnosti:

Reflexivita znamena, ze je prvek v relaci saim se sebou. Typickym ptikladem je rovnost.

Pokud méme definovanou rovnost na ptirozenych ¢islech, jisté plati, ze pro jakykoli prvek a: a = a.
Dalsim ptikladem miize byt délitelnost. Tam opét plati, Ze ¢islo a je délitelné samo sebou, tedy dvojice

[a,a] je v relaci dé€litelnosti (sedmicka déli sedmicku).

U symetrické relace plati, Ze pokud je v relaci néjaka dvojice, pak je v relaci i inverzni dvojice.

Napriklad relace byt sourozencem. Pokud je Honza sourozenec Jany, pak je i Jana sourozencem Honzy.

Z ciselnych relaci by to mohla byt relace ,,byti opa¢nym ¢islem™.

Klasickym ptikladem antisymetrické relace je mensi nebo rovno. Antisymetrie nam fiké, ze pokud jsou

prvky [a,b] a [b,a] v relaci, pak jeding, kdyz jsou si rovny, a=b. Relace mensi nebo rovno to splituje. Kdy



plati a<b a zaroven b<a ? Jedin¢ v pfipad¢, ze a = b. Kdyz dosadime: plati 3<5 a zaroven 5<3? Ne. Ale

plati 4<4 a zaroven 4 <4.

Transitivni je relace mensi nez. Transitivni nam tika, ze pokud 3<4 a zaroven 4<5, tak potom musi jisté
platit i 3<5. Pro spoustu relaci je to pomérné ptirozend vlastnost. Podobné pro ptiklad se stejnou délkou
slov. Pokud jsou v relaci [sekera, sobota] a jsou v relaci [sobota, poleno], pak jsou v relaci i1 slova [sekera,

poleno].

Priklad:
Sestrojte binarni relaci v mnoziné M = {a,b,c,d} tak, aby byla:

- reflexivni — musi obsahovat vSechny uspotfadané dvojice [a,a],[b,b],[c,c],[d.,d]

- antireflexivni — nesmi obsahovat Zadnou uspotadanu dvojici stejnych prvki

- symetrickd — pokud je prvkem relace urcitd usporadana dvojice, musi této relaci patfit i dvojice k
ni “obracena”, napft. {ab, ad, cc, ba, da}

- antisymetrickd — nesmi k Zadné uspotadané dvojici riznych prvkii obsahovat uspotddanou dvojici
obracenou, napt. {ac, dc, bc}

- tranzitivni — pokud obsahuje takové uspotadané dvojice, ze druha slozka jedné z nich je prvni
slozkou druhé, pak musi téz obsahovat takovou uspotadanou dvojic, ze jeji prvni slozkou je prvni
slozka uspotadané dvojice a druhou slozkou druhé slozka druhé, napft. {ba, ad, bd, ca, cd}

- konektivni — relace musi obsahovat aspon jednu z uspotadanych dvojic, které 1ze ze dvou prvkil
vytvofit, napf. nejmensi co lze vyvofit: {ab, ac, ad, bc, bd, cd}

Dopliikova relace

Vsechny uspotadané dvojice (x,y) € MxM, které nepatii do R, tvofi take relaci, kterou zna¢ime R’ a

nazyvame dopliitkovou.

Inverzni relace

Necht' R je binarni relace z A do B. R = {[x,y] € BxA: [y,x] €R}. Inverzni relace Rk relaci R je
mnozina vSech uspotraddanych dvojic [x,y] kartézského soucinu BxA, pro které plati, ze [y,x] je prvkem
relace R.

Obory binarnich relaci

Necht je dané relace R v KD MxM. MnozZina, kterou ozna¢ime L(R), vSech prvki x e M, které jsou
prvnimi slozkami uspofddanych dvojic, které patii relaci R se nazyva levy (miiZe se fici prvni) obor

relace. Zapis L(R) ¢teme: levy obor relace.



Necht’ je dana relace R v KD MxM. Mnozina, ketrou ozna¢ime P(R), vSech prvkl y € M, které jsou
druhymi slozkami uspofadanych dvojic, které patii relaci R se nazyva pravy (mize se fici druhy) obor

relace. Zapis P(R) ¢teme: pravy obor relace.

Relace ekvivalence: E

Relace R definovana na mnoziné M se nazyva relace ekvivalence prave tehdy a jen tehdy, kdyz je
reflexivni, symetricka a tranzitivni.

Ptiklad:

Zjistéte, zda rovnost v mnoziné vSech zlomkd, jejichz Citatelem je kterékoliv celé Cislo a jmenovatelem
kterékoliv nenulové celé Cislo, je relace typu ekvivalence.

Reseni:

Ze zkuSenosti s poc¢itanim se zlomky vite zcela samoziejmé, ze kazdy zlomek je roven sam sobé, to
znamena, ze rovnost zlomki je reflexivni relace. Dale rovnéz znate, ze pro kazdé dva zlomky plati: je-li
jeden z nich roven druhému, je samoziejme 1 druhy z nich roven prvnimu (napf. jsou-li dv¢ tretiny rovny
Sesti devitindm, je urcité Sest devitin rovno dvéma tfetindm), tedy tato relace je zfejmé symetricka. Nase
pfedstavy a zkuSenost ndm také napovidaji, Ze pro kazdé tfi zlomky plati: je-li prvni z nich roven
druhému a druhy tfetimu, miizeme se spolehnout, ze 1 prvni z nich se rovna tfetimu, ¢ili rovnost zlomkt

je ztejmé relace tranzitivni.

Rozklad mnozin u ekvivalentnich relaci:

Def.: Rozklad neprazdné mnoziny M je mnozina takovych neprazdnych podmnozin mnoziny M, zZe kazdy
prvek mnoziny M nalezi praveé jedné z nich. Podmnoziny mnoziny M, uvedené v definici rozkladu
mnoziny se nazyvaji tfidy rozkladu mnoziny M.
Z definice rozkladu vyplyva, Ze (pokud ma rozklad mnoziny M aspoi dvé tfidy), pak:
- prinikem kazdych dvou tfid rozkladu je prazdna mnozina, tj. zadné dvé tidy rozkladu nemaji
spole¢ny prvek

- sjednocenim vsech tfid rozkladu je mnozina M

Priklad:

M¢jme ekvivalenci R definovanou na N. [a,b] € R pravé tehdy kdyZ a i b je liché nebo a i b je sudé.
Napt. [1,7],[11,3],[4,6].

Rozklad této ekvivalence na tfidy ekvivalence?

Cemu bude rovna tiida N[1]? Musime najit viechny &isla ekvivalentni s &islem jedna, jsou to viechny

lich4 &isla, takze N[1]= {1, 3, 5,...}.



Cemu bude rovna tfida N[2]? Nalezneme v§echna &isla ekvivalentni s dvojkou, to jsou ¢isla suda,
N[2]={2,4,6,...}.

Nyni N[3]. Jak4 &isla jsou ekvivalentni s trojkou? Cisla licha. Atd. Cili tyto dvé mnoziny tvoii rozklad
ekvivalence.

Podobny ptipad by byl napt. ekvivalence na mnozing lidi, kde a i b je muz nebo a i b je Zena. Pak bychom

jako rozklad dostali mnozinu Zen a mnozinu muZz.

Relace usporadani. U

Relace R definovana v mnoziné A se nazyva relaci uspotradani prave tehdy, kdyz je antisymetricka a
tranzitivni.
Relace R definovana v mnoziné A se nazyva:

- relaci ostrého uspotadani, kdyz je antisymetricka, tranzitivni a antireflexivni

- relaci neostrého usporadani, kdyz je antisymetricka, tranzitivni a reflexivni

- relaci linedrniho uspotfadani, kdyz je antisymetricka, tranzitivni a konektivni

Relace R definovand v mnoziné A se nazyva relaci ostrého linedrniho uspotadani, kdyz je antireflexivni,
antisymetricka, tranzitivni a konektivni.
Relace R definovana v mnozin€ A se nazyva relaci neostrého linearniho uspotadani, kdyz je reflexivni,

antisymetrickd, tranzitivni a konektivni.

Zobrazeni: Z

Podstatou zobrazeni je proces pfifazovani, ktery je nejcastéji dan jistym piedpisem, popisujici vztah mezi

prvky z defini¢niho oboru zobrazeni Z a prvky oboru hodnot.
- zobrazeni, jehoz def. oborem i oborem hodnot je mnozina realnych Cisel se nazyva funkce jedné

redlné proménné

- zobrazeni je relace, ktera se sklada ze vSech uspotfadanych dvojic, které maji na prvnim misté

libovolny prvek z def. oboru a na druhém misté€ jeho obraz

Def.: Relace Z z mnoziny A do mnoziny B (Zc AxB) se nazyva zobrazeni z mnoziny A do mnoZiny B
pravé tehdy, kdyz je splnéna podminka:

VaeAVbi,b2eB:[(abl) eZA(ab2) €eZ] ->bi1=b2

Tzn., Ze ke kazdému prvku ae A existuje nejvyse jeden prvek b € B takovy, Ze plati (a,b) € Z. Prvek ae A
nazyvame vzorem a prvek be B jeho obrazem, je-li relace Z zobrazeni.

Prvni obor relace O1(Z), ktera je zobrazenim z mnoziny A do mnoziny B nazyvame defini¢nim oborem;

druhy obor O2(Z) této relace pak oborem hodnot.




Schematické zndzornéni relace zobrazeni Z z mnoziny A do mnoziny B: (prosté)

X

> 0O W O

Schematické znazornéni dalSich pripadii:
- zobrazeni Z z mnoziny A na B (surjekce)

- zobrazeni Z mnoZiny A do B (injekce) - prosté
. )
o3
4
_27
- zobrazeni Z mnoZiny A na mnozinu B (bijekce) — vzdjemné jednoznacné, jestlize Z je

prosté a “na“

W
> 0 ® o

Vlastnosti zobrazeni:

Zobrazeni f:A— B je surjekce (zobrazeni A na B), jestlize k libovolnému b € B existuje a € A takovy,

zef(a)=b  (kazdy prvek b ma alesponi jeden vzor)

Zobrazeni f : A— B je injekce (prosté zobrazeni A do B), jestliZe pro vSechna a€ A, be B takova, z¢ a

# b plati, ze f(a) # f(b) (kazdy prvek b ma pravé 1 vzor)



Zobrazeni f :A— B je bijekce (prosté zobrazeni A na B), jestlize f je surjekce a injekce. Existuje-li

mezi mnozinami A, B bijekce, pak fikdme, Ze maji stejnou kardinalitu (pocet prvki).

Zobrazeni Z z mnoziny A do mnoZziny B se nazyva prosté, pravé kdyz Z! je zobrazeni z mnoziny B do
mnoziny A. Toto zobrazeni Z! nazyvame inverznim zobrazenim k zobrazeni Z.

V praxi se zpravidla vyuziva podminky: Zobrazeni Z z mnoziny A do mnoziny B je prosté, jestlize pro

kazdé¢ y € B plati, Ze je obrazem nejvyse jednoho prvku x € A. Pfipadn¢€, maji-li v zobrazeni Z kazdé dva

razné prvky defini¢niho oboru ruzné obrazy.

Prosté zobrazeni Z mnoziny A na mnozinu B nazyvame také vzdjemné jednoznacnym zobrazenim.

Zobrazeni je prosté, pravé kdyz riznym vzorim pfifazuje rizné obrazy.

Funkce
- je ptedpis, ktery ke kazdému ¢islu z mnoziny A pfifadi prave jedno realné Cislo.
M¢jme dvé mnoziny realnych cisel A a B. Pokud kazdému ¢islu x € A pfifadime pravé jedno realné ¢islo
y € B, které oznac¢ime y=f(x), pak mnozinu uspotadanych dvojic [x,f(x)] nazyvadme realnou funkei

realné proménné x.

Jinak: Pravidlo f, které kazdému prvku mnoZiny A pfifadi jediny prvek mnoziny B se nazyva funkce.
Zapisujeme f:A — B. Prvku x je pfifazen prvek y: f(X)=y, y je obrazem prvku x pfi zobrazeni f (x je

vzorem prvku b pfi zobrazeni f).

Defini¢ni obor D — mnozina A
Obor hodnot H - mnoZzina vSech y, ye R, ke kterym existuje praveé jedno x, x € R tak, ze y=f(x)
Nezavisle proménna — x, zavisle proménna - y

Graf fce — mnozina vSech uspotfadanych dvojic [x,y].

Vlastnosti funkce

Funkce prosta
- funkce fje prosta prave tehdy, kdyz pro kazdé x1,x2 €R plati: jestlize x1 # x2,
pak f(x1)# f(x2)
- tzn. kazdy obraz ma jen jediny vzor
Parita
- fce je sudé, pokud plati: f(-x)=f(x) ... graf soumény podle osy y
- fce je licha, pokud plati: f(-x)=-f(x) ... graf soumérny podle pocatku S[0,0]



Periodi¢nost fce
- fce je periodicka, existuje-li kladné Cislo p, takoveé, ze: je-li V xeD, je 1 x+peD a f(x)=f(x+p)
- nejmensi ¢islo p s touto vlastnosti nazyvame (nejmensi) periodou
- graf periodické funkce se pravidelné (periodicky) opakuje po intervalech, jejichz délka je rovna

zéakladni periodé

napf. y=sinx, y=cosx
Ohranicenost
- shora omezena, existuje-li ¢islo he R, takové, Ze pro kazdé x € D plati, f(x) <h
O maximum v bod¢ a, pokud V xeD: f(a) = f(x)
- zdola omezena, existuje-li ¢islo de R, takové, Ze pro kazdé x € D plati, f(x) >d
O minimum v bodé¢ b, pokud V xeD: f(b) < f(x)
- omezend (ohranicend), je-li omezena zdola i shora
Monotonie
- necht Mc D (M je podmnozinou def. o.)
- fce je na mnoziné M rostouci, prave tehdy, kdyz V xi1,x2€ M: x1<x2, pak f(x1)<f(x2)
- fce je na mnoziné M Kklesajici, prave tehdy, kdyz V xi1,x2 € M: x1<x2, pak f(x1)>f(x2)

- tekneme, ze fce f je na mnozin€é M (ryze) monotonni, je-li bud’ rostouci, nebo klesajici na M

Linearni funkce

- je kazda funkce dana rovnici y=ax+b a,beR
- grafem je primka riiznobézna s osou y
- a=tg(a) .. a urcuje smérnici funkce -
0 se zvétsujici se hodnotou a se fce odklani od osy x
a>0 ... fce rostouci
a<o0 ... fce klesajici
- b —redlné cislo

O posun grafu po ose y

Typy — specialni pfipady lin. fce:

1) pfima imérnost: y =ax ... grafem je pfimka prochazejici pocatkem

2) konstantni funkce: y=b ... grafem je rovnobé&zka s osou x prochdzejici bodem [0,y]

Linearni lomena fce

ax+b d
X #——
cx+d c

- je dadnarovnici y =



- DeR—{—%}, c#0,ad-bc#0

- grafem je posunuta rovnoosé hyperbola

PR: y=— ... Nepiima umérnost
X

PR _X +1
X—=2

(X+1):(x=2)=x-2(3)

Plati tedy X+l =1+ a funkci g miizeme proto vyjadfit ve tvaru: ¢g:1+
X—2 X—2 X—2
Nyni postupné sestrojime graf fce:
3
9,:y=—
X
g, y=—
2T x=2
- danou hyperbolu posuneme o dvé jednotky doprava
y=1+
g;:y x_2
- grafposunouto I nahora N
Kvadraticka funkce
- je dana rovnici: y=ax?+bx+c koeficienty: a,b,ceR,a#0

- ax? = kvadraticky €len, bx = linearni &., ¢ = absolutni &.
- grafem je parabola, jejiz osa je robnobézna s osou y

- vrchol paraboly — maximum ¢i minimum

2
oV _L;C > nebo V[m:n] ... a.(x - m)%.(x - n) = ax*tbx-+c
2a 4a
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a - urCuje zakiiveni a znaménko “orientaci” paraboly
-a>1(<-1) graf se zuzuje, a < 1 (> -1) graf se rozsituje
- a> 0 fce konvexni, a < 0 fce konkavni
b - smérnice teCny t k parabole sestrojené v pruseciku Y s osouy
- b > 0 vrchol par. je vlevo od osy y, b < 0 vrchol vpravo od y, pro b =0 je y osou
paraboly (posuny ve sméru zaporné €i kladné poloosy x)
c - ptfedstavuje usek na ose y vymezeny priseCikem Y paraboly se soufadnicouvou

osou'y

- posun grafu paraboly na ose y, C > 0 posun T, c<0 posun \2

Defini¢ni obor fce je R, obor hodnot zavisi na konkrétni fci, ale vzdy jde do (plus nebo minus)
nekonecna. Kvadraticka fce je vzdy v poloving intervalu rostouci a v druhé poloviné klesajici. Pokud je
linearni ¢len roven nule (b = 0), kvadraticka fce je suda. Kvadraticka fce neni prosta, je omezena. Pokud

je a>0: omezena zdola (konvexni), a < 0: omezena shora (konkavni).

PR.:

l.y=x?

2.y =5x%>
3.y = 1/4x?
4. y=-x?
5.y=-1/2x*
PR.:
l.y=x*-1
2.y=x>+3
3.y=-x*+5
PR.: y = (x-k)?
l.y=(x-4)?
2.y=(x+1y

PR.: Sestroj graf y =%(X +1)* -3

[EEN
[uaiy




+1: posun na ose x doleva o -1
-3: posun na ose y dolt o 3

V[-1,-3]

. 3, 3 9
PR: Sestroj graf y=—X"+—X——
yerat y=2x+7%74

- doplnéni na druhou mocninu dvoj¢lenu:

Sy dx2o §X2+§X)_2:§_(X2 —2x)—2:§.(x2 +2x+1)—2—§:§.(x+1)2—3
47 27 4 4" T2V 4 4 4 4 4 4 4

VI[-1, -3]

Pozn.

Mocninna fce

- rovnice ve tvaruy = x"

l.y=x2
2.y=x°

Goniometrické funkce

Goniometrické fce pracuji s uhly v trojahelniku.
Prestoze goniometrické fce miizeme néjakym zplsobem pouzivat u jakéhokoliv trojihelniku, ¢asto

pracujeme pouze s pravouhlym trojuhelnikem. Pravouhly trojuhelnik je takovy trojuhelnik, ktery ma

jeden uhel pravy, tj. o velikosti 90 stupiii. Vypada napft. takto:

sin — pomér délky protilehlé odvésny k thlu a délky pfepony sin x

cos — ptiléhla odvésna : prepona

cotg — ptilehld odvésna : protilehl4d odvésna

1
tg — protilehl4 odvésna : pfilehla odvésna -1 C B/1
-1

Funkce sinus
COsS X

Jednotkova kruznice.

X velikost orientovaného uhlu, jehoZ pocateni rameno je poloptimka AB
12



Def.: Funkeci sinus se nazyva fce na mnoziné R, které je kazdému x nalezicimu R pfifazena y-ova
soufadnice pruseciku koncového ramene orientovaného thlu o velikosti x s jednotkovou kruznici.

Je definovéna bud’ na oboru realnych ¢isel anebo Sifeji na oboru komplexnixh Cisel.

Sinus se jednoduse definuje na jednotkové kruznici (kruznici se sttedem v pocatku a s polomérem 1):
pokud polomér jednotkové kruznice svird s osou x uhel «, je sin & vzdalenost koncového bohu tohoto
poloméru od osy x, jinak feceno, délka kolmice spusténé z tohoto bodu na osu x. Délka tisecky z pocatku
k pat¢ této kolmice se rovna cos « . Polomér, kolmice a tato usecka tvoii pravouhly trojuhelnik, pro néjz
plati Pythagorova véta, takZe také plati: (sina)’ +(cosar)* =1.

Na jednotkové kruznici je také vidét, ze sinus je v prvnim a druhém kvadrantu nezaporny (> 0), kdezto ve

tretim a ¢tvrtém nekladny (< 0). V prvnim a ¢tvrtém kvadrantu je rostouci, ve druhém a tietim klesajici.

N=2M=6

w paméti ROM

Na3Med N=5M=T5

N=4M=12

- fce licha, periodicka s periodou 2k

- omezena shora i zdola, maximum v 1, minimum v -1
- Df=R

- Hf=<-1,1>

- grafem sinusoida

(—%?T + 2km; %?T + 2!::??)

- rostouci

(%?T + 2km; %:'r + 2!::5?)

- klesajici

- plati: sin(—X)=-sinX

Funkce cosinus

Def.: Funkce cos & je definovéna jako X-sova soutadnice priise¢iku P koncového ramene

orientovan¢ho thlu & s jednotkou kruznici.
13



N=4M=12

fce suda, periodicka s periodou 2k 7

omezena shora i1 zdola, maximum v 1, minimum v -1

Df=R
Hf=<-1, 1>

grafem kosinusoida

rostouci {ﬂ + 2km, 2w + Qkﬁ)

klesajici (2km, m + 2km)

plati: cos(—X) =cosX

Funkce tangens

tangens je fce dand vztahem y =

grafem tangentoida

sin X

COSX

perioda k 7z, neni prosta, neni omezena

licha

D =R-{(2k +1)%}

w w
(-3 +hm g +im)

H = (—o0,x)

rostouci v kazdém intervalu:

z
asymptota: x=5 + k7

1
cos® X

derivace: y =

plati: tg(—X) =—tgx

1
_____________Mlﬂ R

tana

14
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Funkce kotangens

CcosX

kotangens je funkce dana vztahem y =—
sin X

0 je tedy prevracena k funkci tangens : L X

- periodak

- grafem kotangentoida

- neni prostd, neni omezena
- licha

- D=R-{kr}

R S R

- H-= (—O0,00) kotangens

- klesajici: (0 + kmsm + k)

-1
sin’ X

suabuey

- derivace: Y =

- plati: cotg(—x)=—cotgx

X X 4 X 2y 3ix ix

X - - — — B —_— - "
i 4 3 2 3 4 0

sin x 1 E E 1 E E i 0
4 2 2 2 2 2

Cos X E E l 1] —l _E _£ -1
2 2 2 2 2 2
1 1

tgx | 5 1 V3 | medef | -3 | -l |

1 1
cotgx | 3 1 Wi 0 "7 -1 -5 | nedef

Konstrukce grafu goniometrickych funkci (sin, cos)
1. TYP

M¢jme fciy=sinbx, b>0
- koeficient b ma vliv na frekvenci sinusoidy (kosinusoidy), tj. zvétSuje nebo zménsuje periodu fce p

:2_72.

b

‘o . .1
PR.: sin x; sin 2X; sin EX

15



2. TYP

M¢jme fciy =a. sinx, a>0

- koeficient a ma vliv na amplitudu sinusoidy (kosinusoidy) — z fyzikalniho hlediska
-z matematického — vliv na obor funk¢nich hodnot H = <-a, a>

Pokud ma graf prasecik s sou x, tak tento prisecik zlstava zachovan.

. . ) 1 .
PR.: sin x , 2sin X, Esm X

PR.: Narysuj graf fce: y = 2sin 2x

flx)=sin(x)
ad fix)sin(2x)

flx)=2z=in(2x)

4
24
L L L L
1 I I 1 1 1 T 1 1
1\/ | \/ 4 \/ | \
24

PR.: Narysuj graf fce: y = -2sin 2x

16



flx)Fz=in(x)
fix)=sin(2x)

fx)=2sin(2x)
fix)=-2sin(2x)

3. TYP

M¢éjme fciy =sinx + ¢

———

ra+
4;__

posun grafu (osy x) po ose y (+c nahoru, -c doli)

fixFzin(x)
fix=sin(2x)
flxl=in(2x)+1

L

4. TYP

M¢jme fci y = sin (x + d)

T2

posun grafu po ose x ( +d doleva, -d doprava)

fx)=sin(z+3.14/4)

17



flxj=sin(2x+3.14)

PR.:
Narysuj graf fce:

y:200s(2x—%rr)+1
. X
=2sin(———)—1
y G2
X
=2cos(—+—)+1
y G+

X
=cos(—+—)—1
y=cos(+3)

Zpusoby zadavani funkce ve $kolské matematice

Funkce muZe byt zad4ana riznymi zpisoby:
a) slovné
b) tabulkou funkénich hodnot
c¢) grafem v kartézské souradnickové soustave
d) analyticky pomoci rovnic
1. explicitng ve tvaru y = f(x), kde na levé strané je zavisle pomeénnd y na na strané pravé vyraz s
nezavisle proménnou x
2. implicitné rovnici F(x,y) = 0, kde F je funkce dvou proménnych. Kazdou funkci zadanou
explicitné miiZzeme vyjadrit téZ implicitné rovnici f(x) —y =0
3. parametricky rovnicemi

4. polarn¢

18



AS. Zaklady kombinatoriky. Permutace, variace, kombinace. Uziti v poctu

r wr

pravdépodobnosti. Teorie grafii. Kombinacni ¢isla a Pascaliv trojuhelnik ve Skolské

matematice.

KOMBINATORIKA
- je ¢ast matematiky zabyvajici se kolekcemi prvkid mnozin s definovanou vnitini strukturou.
Otazky, které kombinatorika fesi, se obvykle tykaji poctu néjakych objekti (nebo skupin objekti)
s definovanou strukturou, specialné (pokud pocet miize byt nulovy) existenci objektu s

definovanou strukturou.

1. Kombinatorické pravidlo soucinu (je zalozeno na vété o poctu prvkii kartézského soucinu

K nekonecnych mnozin.

Véta: Jsou-li A1, Az, ..., Ak kone¢né mnoziny, které maji po fad¢€ ni, nz,...nk prvka, pak jejich kartézsky

soucin (tj. mnozina vSech uspofadanych A-tic (x1, x2,...xx) takovych, Ze xe 4, ) ma n, - n, -...-n, prvki.

Pravidlo (kombinatorické vyjadieni predchozi véty): Pocet vSsech moznych zplisobli vybéru (vytvoreni)
usporadané k-tice (x1, X2,...xk) prvkll x, € 4,,x, € 4,,...,x;, € A, zmnoZin A1, Az,...Ax 0 ni, n,...nk

prvcich je roven n, -n, -...n, .

Pravidlo (zobecnéné): Jestlize z prvkll dané mnoziny (resp. danych mnozin) vytvaiime usporadané k-tice
prvki (x1, X2,...Xk) tak, Ze prvni ¢len x1 1ze vybrat ni zptsoby, druhy €len x2 1ze vybrat po vybéru prvniho
¢lenu n2 zpiisoby atd., aZ k-ty Clen xk 1ze vybrat po vybéru vSech predchézejicich ¢lenli nk zpiisoby, pak

pocet vSech moZnych usporadanych k-tic (x1, X2,...,Xk) je roven n, -n, -...n, .

Priklady kombinatorického pravidla soucinu:

Mame dveé hract kostky. Na kazdé jsou cisla 1, 2, 3, 4, 5 a 6. Pokud hodime obé na stiil kolik
kombinaci cisel mizZe padnout?
Pokud vyuzijeme pravidlo souc¢inu, mame 6 kombinaci na prvni kostce a 6 kombinaci na druhé kostce.
Vysledkem bude 6*6 = 36. Mame tedy celkem 36 moznych kombinaci ¢isel. Pro ndzornost zde vypisu

nékteré z kombinaci: 7,1; 1,2; 1,3; 1,4; 1,5; 1,6; 2,1; 2,2; 2,3; 2,4; 2,5 .... 6,5, 6,6.

Mame dveé mince. Kazda ma dve strany panna a orel. Pokud hodime obé na stil kolik kombinaci miize
padnout?
Pokud vyuzijeme pravidlo o sou¢inu madme 2 kombinace u prvni mince a 2 kombinace u druhé mince.

Vysledkem bude 2*2 = 4. Mame tedy celkem 4 mozné kombinace. Pro nazornost zde vypisu tyto

1



kombinace: orel,orel; orel,panna; panna,orel; panna,panna.

Ted propojime dva predchozi priklady. Mame kostku s cisly 1, 2, 3, 4, 5, 6 a minci, kde je panna a
orel. Pokud hodime minci a kostku na stul kolik kombinaci miize padnout?
Pokud vyuzijeme pravidlo o sou¢inu méme 2 kombinace u mince a 6 kombinaci u kostky. Vysledkem
bude 2*6 = 12. Mame tedy celkem /2 moznych kombinaci. Pro ndzornost zde vypisu tyto kombinace:

Loorel; 2,orel; 3,orel; 4,0rel; 5,0rel; 6,orel; 1,panna; 2, panna; 3,panna; 4,panna; 5,panna, 6,panna; .

2. Kombinatorické pravidlo souctu (je zaloZeno na veré o poctu prvkii sjednoceni K konecnych

disjunktnich mnozin)

Veta: Jsou-li Ai, Aa,...Ax koneéné mnoziny, které maji po fad¢ ni, n2,...nk prvka a jsou-li kazdé dvé

4,=¢

A4, VA, U..UA,

z téchto mnozin disjunktni (t;. 4 pro kazdé i#] ), pak jejich sjednocent

ma ni+n2+...+nk prvka.

Pravidlo (kombinatorické vyjadieni pfedchozi véty): Pocet vSsech moznych zplisobli vybéru prave

A, UA, V.. U4,

jednoho prvku ze sjednoceni , po dvou disjunktnich mnozin A1, Az,...Axo0 ni, nz,..., nk

prvcich je roven ni + n2 +...+ nk.

Priklad kombinatorického pravidla souctu:

Ve tride je 20 deéti s toho 7 chodi do krouzku kresleni, 5 hraje fotbal, 2 hraji tenis. Kolik deti nenavstévuje
zadny krouzek pokud vime, Ze zadny dalsi krouZek ve Skole neni a Zadné z déti nenavstévuje vice jak jeden
krouzek?

20=7+5+2+x

x=20-7-5-2

x=6

Odpoved je tedy, ze 6 déti nenavstévuje zadny krouzek.

Faktorial ¢isla n je roven soucinu vSech pfirozenych ¢isel, kterd jsou mensi nebo rovna Cislu n. Faktorial

zapisujeme pomoci vykfi¢niku n/. Pficemz pro nulu plati: 0! = 1. Faktorial se vyuziva predevsim v

kombinatorice, kde se pomoci néj pocita napiiklad permutace.



VARIACE

- variace k-té ttidy (nebo-li k-Clenna variace) z n prvki(k,n € N,k < n) je kazda uspotfadana k-tice
sestavend z téchto n prvki tak, ze kazdy prvek je v ni obsazen nejvyse jedenkrat. U variaci zalezi na

potadi a plati: / <=k <=n.

Tl

Vi(r} = {n— k)l

Priklad:

Predstavte si, Ze jste ve vesnici, ve které¢ se nachazi celkem pét hospod — ,,U Tonika*, Pod kastany*, ,.Za
humny*, ,,Na Staré kovarné a ,,Space®. Vy chcete tento vecer navstivit celkem tii hospody a protoze ani
jednu z nabizenych neznate, je vam jedno, které navstivite. OvSem dilezité je potadi, nemuzete jit do

ttech hospod zaroven.

Za n dosadime pocet celkovych vyskytii — v naSem ptikladu pocet vSech hospidek. Za k& dosadime pocet
restauracnich zafizeni, které chceme navstivit. Poté jiz pomoci jednoduchého faktoridlu zjistime pocet

moznych variaci.

Vikm=glm=gom= a1 =6-+3=%

VARIACE S OPAKOVANIM

- variace k-té tiidy s opakovanim n prvki je kazda uspotadana k-tice sestavena z téchto prvku tak, ze

kazdy se v ni vyskytuje nejvyse k-krat. I v tomto piipadé zalezi na potadi a plati také k>n.

Vi = n*

Priklad:

Mame prvky A B kolik je variaci s opakovanim pokud potiebujeme vybrat jeden, dva a nakonec tri
prvky?
K vypoctu vyuzijeme vzorec pro variace s opakovanim:
Vi = n*
Pokud vybirame jeden prvek:
Vig=2'=2

Budou to variace: A, B.



Pokud vybirame dva prvky:
Voo =22=4
Budou to variace: AA, AB, BA, BB.

Pokud vybirame tii prvky:
Vi =23=8
Budou to variace: AAA, AAB, ABA, BAA, BBB, BBA, BAB, ABB.

PERMUTACE

- permutace z n prvkil je kazda n €lennd variace z téchto prvkt P(n) = Vn(n)

PERMUTACE S OPAKOVANIM

- permutace s opakovanim z n prvkl je usporadana k-tice sestavena z téchto prvki tak, ze kazdy se
v ni vyskytuje alesponl jedenou. Specialné pro k = n jde o permutaci bez opakovani a pro k>n se

n¢které prvky opakuji.
Priklad:

Pokud mame 3 predmety: hrnek, kostku a polstar. Kolik miizeme vytvorit permutaci?
Pro prehlednost si je vypiSeme:

hrnek, kostka, polstar,

hrnek, polstar, kostka,

kostka, hrnek, polstar,

kostka, polstat, hrnek,

polstar, kostka, hrnek,

polstaft, hrnek, kostka,

Podafilo se ndm tedy vytvofit 6 permutaci.



KOMBINACE

- k-Clenna kombinace z n prvki je kazda neuspotadand k-tice sestavend z téchto prvku tak, ze kazdy
prvek se v ni vyskytuje nejvyse jednou, nebo-li kazda k-prvkova podmnozina mnoziny téchto n
prvki. Specialné 0-¢lennd kombinace z n prvki je jeji prazdna podmnozina (Polak)

- k-te tfidy z n prvku je kazda k prvkova podmnozina v této mnozin¢ urcené témito n prvky. Pocet
viech kombinaci k-#é tfidy z n prvki oznadujeme takto: Ciam k). Cte se to[n nad k] pise se to jako

zlomek bez zlomkové ¢arky (matika online — je to v podstaté to samé)

_imy nl
Cilm) = (k) ~ Bin - &)l

K(0,n) =1

Kombinace se od variace 1isi tim, Ze nezalezi na potadi. Pokud porovndme kombinaci a variaci
vysledek je nasledny: Méjme mnozinu M s n prvky. Vytvoime Vi) variace k-té tfidy z n prvka.

Vsechny variace, které obsahuji stejné prvky pak tvoii jednu kombinaci.
Priklad:

Zkusime si spocitat ptiklad se sportkou. Mame tedy 49 Cisel (n) a tahame z nich 6 Cisel (k). Dosadime do

VZOrce:

Existuje pres tfinact milioni kombinaci, z ¢ehoz plyne, ze 1 kdyby vSichni obyvatelé nasi prekrasné

republiky vsadili pravé jednu kombinaci do sportky, vyhra by nebyla jista.



KOMBINACE S OPAKOVANIM

- k-Clennéd kombinace s opakovéanim z n prvki je neuspotfaddana k-tice sestavena z téchto prvka tak,
ze kazdy se v ni vyskytuje nejvyse k-krat.

Oy {qn:;f;l)) _ ({n+:—1))

Priklad:
Urcete, kolika zpiisoby je mozné rozmistit sedm stejnych kulicek do tii krabicek.

Sedmkrat vybirame jednu ze tii krabicek, do které umistime kulicku; jde tedy o sedmiclenné kombinace
s opakovanim ze tii prvkt (k=7, n = 3).

, 3+7-1,. .9 9
KOMBINACNI CiSLO

=

-k oznaceni zlomku ve vzorci pro K(k, n) se pouziva symbol (-ﬁ' ) , ktery se ¢te ,,n nad

n!
kl(n—k)!
k* a nazyva se kombinacni ¢islo.



PASCALUV TROJUHELNIK

Sestavime-li ¢isla do fadka tak, aby v kazdém byla v§echna kombinacni ¢isla pro dané »
dostaneme Pascaliiv trojuhelnik (v jeho fadcich jsou postupné kombinaéni ¢isla (n nad 0, n nad 1, n nad 2,

nnad 3,...,nnad n, pron=1, 2, 3,4...)

((®)) 1 20 n=0
)
@ @ 1 1 21 np=1
o @
@ @ @ 1 2 1 22 n=2
ONONE)
CONONCONE)) ==> 1 3 3 1 22 n=3
ONOEANE))
ONONONGONC) 1 4 6 4 1 24 n=4
(ONENCENCNC)
G) BG) GB) GB) B) B) 1 5 10 10 5 1 25 n=5
ONOEANCONONE))
(6) (6) (6) (6) (6) (6) (B) 1 6 1520 15 6 1 26 n=6

(ONONOECNCONONCE),

Jak je vidét z predchoziho schématu soucet Cisel v n-tém tadku se rovna 2". Zaroven soucet Cisel na

lichych mistech v fadku se rovna souétu ¢isel na sudych mistech v fadku. Kazdy z nich je tedy 2"-/.
TEORIE GRAFU

Graf jako mnozina vrcholi se strukturou danou hranami odpovida velice dobfe volné ,,definici*
kombinatoriky - kombinatorika (kombinatoricka matematika) je Cast matematiky zabyvajici se
kolekcemi prvkii mnoZin s definovanou vnitini strukturou. Otazky, které kombinatorika fesi, se obvykle
tykaji poctu n&jakych objektli (nebo skupin objektll) s definovanou strukturou, specialné (pokud pocet

muze byt nulovy) existenci objektu s definovanou strukturou.

Typickym kombinatorickym problémem z teorie grafli je feSeni otdzky: ,,Kolik hran musi mit graf

o 15 vrcholech, aby v ném musela existovat kruznice?*.

Netrividlni kombinatorické problémy z teorie grafi se tykaji barveni grafu. Patii sem teprve
nedavno dokédzané tvrzeni, ze kazdy rovinny graf lze obarvit ctyfmi barvami (tj. kazdou rovinnou
politickou mapu lze obarvit ¢tyfmi barvami tak, aby dva sousedni staty nemély stejnou barvu) nebo
tvrzeni na pomezi konecné a nekonecné kombinatoriky, podle kterého 1ze nekonecny graf obarvit n

barvami, pravé kdyz kazdy jeho kone¢ny podgraf 1ze obarvit nejvyse n barvami.



A6. Matematicky pojem, definice, stavba a druhy definic. Axiomy, axiomatické

systémy. Matematické véty a jejich dikazy. Formulovani matematickvch vét

ve Skolské matematice

Jednim z hlavnich ryst soudobé matematiky je axiomaticka logicka vystavba matematickych
teorii v jednotlivych matematickych disciplinach. Jejim zakladem jsou axiémy (postulaty), které se

prohlési za pravdivé bez dokazovani.

Axiom (postulat) — vychozi matematicky vyrok, ktery se prohlasi za pravdivy bez dokazovani (fakt —
trava je zelend). Obsahuje zakladni primitivni pojmy, které se nedefinuji (pokladaji se za zavedené

soustavou axiomt). Nelze je odvodit z néceho jednodussiho.

Vlastnosti soustavy axiomu
bezespornost — ze soustavy axiomt neni mozné vyvodit zadny vyrok a zaroven negaci
uplnost — ze soustavy axiomt je mozné vyvodit pravdivost nebo nepravdivost libovolného
matematického vyroku, ktery neni axiomem
nezéavislost — nelze odvodit jeden axiom z ostatnich axiomt (kazdy je nezavisly na
ostatnich)
Euklides vyjmenoval vSechny axiomy (14). 2 c¢asti (Aitemata — postulaty, Koinai ennoiai —
vSeobecné uznavané pravdy, zasady). Neznd slovo pfimka — pouzival slovo Eutheia (rovna
kone¢na cara, ktera jde podle potieby prodlouZzit nebo zkratit). Dokonaly axiomaticky systém,

Planimetrii, vypracoval David Hilbert na pfelomu 19. a 20. stoleti.

Dalsi matematické pojmy se zavadéji pomoci definic. Definice stanovi nazev zavadéného pojmu a

vymezi podstatné vlastnosti pojmu pomoci diive definovanych nebo primitivnich pojmi.

Definice — urceni nové zavadéného pojmu pomoci pojmi jiz zavedenych.

- obsah — soubor vlastnosti charakteristickych pro pojem (stejna vzdalenost od bodu S)
- rozsah — zahrnuje objekty s touto vlastnosti (mnozina vSech bodi)

P¥. Definice 1.: Kruznice je mnozina v§ech bodi v roving, které maji od daného bodu S stejnou

vzdalenost r.

Definice ma stavbu ekvivalence.



Typy definic

1. synteticka
» nominalni — novy pcjem se pojmenovava (suda pfirozena cisla)
»  konstruktivni — popisuje konstrukci nového pojmu (dsecka spojujici
dva body kruZnice se nazyva tétiva)
»  rekurentni - napf. posloupnost (dany predpis, jak tvefit dalsi cleny)

2. analyticka
»  klasicka — Aristotelovska (novy pojem se vyclefuje z nejbliziihe
nadrazeného — ctverec je rovnobéinik, ktery....)
»  kontextualni — novy pojem na zakladé souvislosti s jinymi pojmy
(vyrokova formule)
»  abstrakci - abstrahovanim vlastnosti (relace ekvivalence je relace,
ktera je....)

Chyby v definicich

¢ definice kruhem
¢ definice Siroka
e definice uzka

Z definice odvozujeme rGzné vyroky o dalSich vlastnostech zavedenych pojmi, kterym se fika
véty. Matematicka véta (poucka, teorém) je pravdivy matematicky vyrok a da se odvodit pomoci
logiky na zaklad¢ axiémt, definic a dfive dokadzanych vét. Véty, které obsahuji ndvod k provedeni
vypoctu nebo konstrukce, se nazyvaji pravidla. Pro pomocné véty se v matematické literatufe pouziva

nazev lemma.

Matematicka véta (poucka, teorém) — matematicky vyrok, ktery na zadklad¢ axiomt, definic a diive

dokazanych vét piinasi nova tvrzeni tykajici se pravé studovaného objektu. Specificky ptiklad vét jsou

pravdila (Binomicka, Pythagorova véta).

Pomocné véty — Lemmy — néco fikaji
Véta se musi dokdzat, obsahuje nova tvrzeni!
Obecna veta - V x € D; A(x) = B(x)
Existencni veta - 3 x € D; A(X) = B(x)
(Pt. Nulta mocnina neexistuje - 0)
Individualni véta — tykaji se jediného objektu skupiny objekti mnoziny

(Pt. Trojuhelnik se stranami 3,4,5 je pravouhly)

Kazda véta obsahuje predpoklad a tvrzeni. Pfedpoklad vymezuje objekty, pro které ptislusné tvrzeni
plati. Rozpoznat v dané véte, co je jejim predpokladem a co tvrzenim, je velmi dilezité pro pochopeni

véty, pro jeji ditkaz i pro celou praci s ni dale.



Véta A e A
Pro kazdé celé kladné &islo a plati: je-li a liché Cislo, pak a’ je téz
liché ¢islo.
Ptedpoklad je

.,a je (celé kladné) liché &islo™,
tvrzeni

,,a? je liché &islo™.

Véta B : g ot i
. Pro kazdé celé kladné &islo m plati: je-li m? délitelné tfemi, pak téz
m je délitelné tfemi.
Ptedpoklad je : ’ G
,,m? je &islo délitelné tfemi, pfitom m je celé kladné cislo*,
tvrzeni

,,m je Cislo délitelné tfemi‘‘.

VétSina matematickych vét ma tvar obecného vyroku Vx e D: A(x) = B(x) tzv. obecné véty,
anebo existenéniho vyroku Ix e D: A(x) = B(x) tzv. existen¢ni véty.

Vétsina obecnych vét ma tvar implikace

VYxeD:A(x)=> B(x)
/

Definiéni obor

A(x)vyrokova forma, ktera se nazyva predpoklad véty - postacujici podminka pro platnost tvrzeni B(x).

B(x) vyrokova forma, ktera se nazyva zavér nebo tvrzeni véty - nutnou podminkou pro platnost
predpokladu B(x).

Pf.: A: Ctyruhelnik ABCD je étverec.
B: Ctyfuhelnik ABCD je rovnobéznik.

A = B: Kdyi je ctyrahelnik ABCD ¢tverec, pak je ¢tyfuhelnik ABCD
rovnobéinik.

Obracena véta — obecné NEPLATI v(x € D):B(x) = A(x)

B = A: Kdyi je ctyfahelnik ABCD rovnobéinik, pak je ctyfuhelnik ABCD
Ctverec.

Obménéna véta — PLATI v(x € D): (= B(x)) = (mA(X)

B" = A": Kdyz ctyfahelnik ABCD neni rovnobéZnik, pak ¢tyfuhelnik ABCD
neni ¢tverec.



Ke kazd¢ vété plati i véta obmeénéna.

Hlavni metody diikazi
1) primy - implikace A = B se provadi pomoci fetézce pravdivych implikaci.
Ax) = Al (x1) = A2(x2) ..... = B(x)
V n € N; nje sudé = n? je sudé

nje sudé = 3 k € N; n=2k = n’=4k> = n’=2.2k> = n je sudé

Ai1(x) Ax(Xx) As(x) B(x)

2) neprimy — implikace A = B provadime jako piimy dikaz jeji obmény B = A*, nebot’ ob¢ jsou
ekvivalentni

A(x) = B(x) dokazeme ptimo

— B(X) = — A(x) ma s ptvodni stejné pravdivostni hodnoty

obmeéna ptivodni véty
Neni-li n sudé ¢islo neni ani n? sudé &islo
n liché = n=2k+1

3) ditkaz sporem — Vyroku V (napf. A= B) se provadi tak, Ze se dany vyrok V neguje a pomoci
fetézce implikaci se dospé&je k logickému sporu. Ze sporu vyplyva, Ze negované tvrzeni V*
neplati, musi tedy platit pivodni vyrok V.

A(x) = B(x) neplati
n?je sudé = n je sudé
3 n? sudé A n liché

n? — liché

n liché = n’=(2k+1)? = n*=2(2k*+2k)+1 = n? je liché (spor)

4) dukaz matematickou indukci — pouziva se pro vyroky, kde proménné jsou prvky mnoziny m
a) indukcni predpoklad - dokdzeme ze véta plati pro n=no (vyrok plati pro no — nejmensi
mozn¢é piirozené Cislo)

b) indukcni krok - dokédzeme pro kazdé ptirozené Cislo k, které je > no jestlize plati vyrok
pro k, pak také plati vyrok pro k+1. [V(k)=V(k+1)]

ne N
142+ .... #n=1/2 n (n+1)
a) 1=1/2.1 (1+1) b)1+2+ ... +k=1/2k (k+1) .....Sk
1=1 plati 1+2+ ... tk+(k+1)=1/2(k+1)(k+1+1) ...(Sk+1)

Sk+1=Sk+(k+1)
2> 172 (k+1)(k+2)=1/2 k(k+1)+(k+1)  [(k+1)(1/2 k+1)]
172 (k+2)=1/2 k+1
172 k+1=1/2 k+1



A7. Rovinné ttvary, jejich klasifikace a zafazeni do uciva ZS. Vypoéty ploch

rovinnych utvari pomoci integralniho poctu. Zakladni konvexni titvary v roviné

(aseCka, poloprimka, polorovina, uhel, trojuhelnik, rovinny pas).

ROVINNE UTVARY

- jsou uzaviené obrazce, které jsou soucasti dvojrozmérné roviny
- vznikaji spojenim usecek nebo bodu, které pak tvofi hranice itvaru a vymezuji jeho plochu (obsah)

- ptiklady rovinnych ttvarti: ctverec, obdélnik, ¢tyfuhelnik, kruh, trojuhelnik, ...)

Klasifikace rovinnych utvara

A) étyruhelniky

(déleni podle rovnobéznosti stran)

1. rovnobéZniky

-podle velikosti uhlu

a) pravouhlé (Ctverec, obdélnik)

b) kosouhl¢ (kosoctverec, kosodélnik)
- podle délek stran

a) rovnostranné (Ctverec, kosoctverec)

b) riznostranné (obdélnik, kosodélnik)

2. lichobézniky

- pouze jedna dvojice prot&jSich stran je rovnob&zna
a) obecny
b) rovnoramenny — nerovnob¢ézné strany maji shodnou délku

¢) pravouhly — jedno z ramen je kolmé k zakladné

3. riznobézniky

- étyfahelniky, jejichz zadné dvé strany nejsou rovnobézné
a) tétivové — Ize jim opsat kruznice, jejich strany jsou tétivami kruznice opsané
b) te€nové — lze jim vepsat kruznice, jejich strany jsou teCnami kruznice vepsané

c) deltoid — jeho thlopficky jsou na sebe kolmé

B) trojuhelniky

- vznikaji priinikem tii polorovin ABC, BCA, CAB, kde body A,B,C jsou rizné a nelezi v jedné ptimce



- podle délek stran
a) obecné — zadné dv¢ strany nejsou stejné dlouhé (raznostranné)
b) rovnoramenné — dvé strany jsou stejn¢ dlouhé

c¢) rovnostranné — vSechny strany jsou stejné dlouhé, specialni piipad rovnoramennych

- podle velikosti vnitrnich uhlu
a) ostrothlé — vSechny uhly jsou ostré
b) tupouhlé — maji jeden tihel tupy

¢) pravouhlé — jeden thel pravy

Plati:

- soucet vnitinich uhla = 180°

- soucet kazdych dvou stran je vétsi nez strana treti
- proti shodnym strandm lezi shodné vnitini thly

(proti vetsi strané — vEétsi thel a také naopak, proti vétSimu thlu lezi vétsi strana)

Pojmy:

Stredni pricka: usecka spojujici stiedy stran. Je rovnobézna se stranou, jejiz stied nespojuje, jeji délka je
rovna poloving délky této strany.

Vyska: usecka, jejimiz krajnimi body jsou vrchol trojuhelnika a pata kolmice vedené timto vrcholem
k ptimce uréené zbyvajicimi vrcholy.

Ortocentrum: bod, ve kterém se protinaji vysky trojuhelnika.

TéZnice: usecka spojujici vrchol trojihelniku se sttedem protéjsi strany.

Tézisté: bod, ve kterém se protinaji t€zZnice

Osy stran: protinaji se v jednom bodé (stied kruznice opsan¢)

Osy vnitinich uhli: protinaji se v jednom bod¢ (stfed kruznice vepsané)

C) n — uhelniky

- uzaviené lomené Cary spolu s ¢asti roviny ohrani¢enou touto lomenou ¢arou
- hranice mnohouhelniku — lomena ¢ara ohranicujici mnohouhelnik

- pocet stran = pocet vrcholl

a) konvexni

b) nekonvexni

¢) pravidelny - strany i thly jsou shodné

- 1ze mu opsat kruznici



- je-1i n sudé, existuje ke kazdému vrcholu vrchol protéjsi,
ke kazdé stran€ strana rovnob&zna

d) nepravidelny

D) kruzZnice, kruh

- Je dan bod S (stfed) a kladni cislo r (polomér)
KruzZnice k(S,r) je mnozina vSech bodu, které maji od stiedu stejnou vzdalenost rovnou r

Kruh K(S,r) je mnozina vSech bodi, které maji od stfedu stejnou nebo mensi vzdalenost r

Pojmy:
Tétiva: usecka spojujici dva body na kruznici - déli kruznici na dva kruznicové oblouky
- oba body jsou spolecné pro oba oblouky
Primér: Tétiva prochdzejici sttedem - je ze vSech tétiv nejdelsi
- déli kruh na dvé kruhové usece
- je ptislusny konvexnimu sttedovému thlu c¥
- jeho osa prochazi sttedem dané kruznice.

Kruhové vysece — dve ¢asti vytvorené dvéma poloméry

E) bod, primka, rovina

Bod

- zakladni geometricky utvar, bezrozmérny

- graficky se bod zndzoriiuje kiizkem, malym koleCkem nebo krouzkem, oznacuje se velkym tiskacim
pismenem

- usecka nulové délky

Piimka

- spojnice dvou bodl

- zndzornuje se rovnou ¢arou, oznacuje se malym pismenem

- v roving lze algebraicky popsat pomoci linearnich rovnic nebo linearnich funkei.

Rovina

- ur€ena tfemi riznymi body, nebo ptimkou a bodem, ktery lezi mimo tuto piimku

- plocha, ozna¢ovana malym pismene fecké abecedy



ZARAZENI DO UCIVA Z8

6. tiida

- zakladni geometrické utvary (bod, pfimka, usecka)
- obvod Ctverce, obdélniku

- thel

- mnohouhelniky (konstrukce, vypocet obvodu)

- trojuhelnik (vnitini/vnéjsi thly, téznice, vysky, kruznice opsana/vepsand)

- shodnost geometrickych utvarii

7. trida
- rovnobézniky, lichobéZzniky (pojem, konstrukce)

- sttedova soumérnost — sestrojeni obrazu vzoru

8. tiida
- kruh, kruznice
- Pythagorova véta

- Thaletova kruznice)

9. trida
- podobnost
- shodnost trojtihelniku

- osova/stiedova soumérnost, posunuti, skladani

VYPOCTY PLOCH ROVINNYCH UTVARU POMOCI INTEGRALNIHO POCTU

Obsah rovinnych obrazcii

Def:
Necht’ a,b € R, a<b, je-li f(x) nezdporna funkce definovana na intervalu (a,b), pak mnozina {[x,y] eR* a

<x <b, 0 <y < f{x)} se nazyva podgrafem (subgrafem) fce f.

y = flx)



Véta:
Je-li funkce f(x) na intervalu (a,b) nezdporna a integrovatelna, pak obsah S rovinného obrazce,

ktery je podgrafem fce f(x) je dan vzorcem:

S = jbf(x)dx

Diusledek:
Jsou-li f(x) a g(x) fce integrovatelné na intervalu (a,b) a splitujici nerovnost 0 <f(x)< g(x) pro Vxe (a,b),
pak je zkoumany rovinny obraz {[x,y] eR* a <x <b, f{x) <y < g(x)} mnozinovym rozdilem podgrafu

fce f a podgrafu fce g a pro jeho obsah plati:

b b b
5= [gwar— [ feax= [ (g - r@)ax

Pfi feSeni uloh miiZe nastat situace, kdy integrovana fce f(x) neni na intervalu (a,b) nezaporna —

muze nabyvat nekladnych hodnot. Pro ptisluSny integral potom plati:

b
f f(x)dx <0

V takovych ptipadech pocitame obsah daného utvaru jako absolutni hodnotu pfislusného urcitého

integralu podle vzorce:

5= f  foydx] = - j )

il 1]

P lllﬂl uf meklndné fokee o)



Existuji také fce, které nanyvaji na intervalu (a,b) jak kladnych, tak zapornych hodnot.
V tomto piipadé si rozdélime interval (a,b) na jednotlivé intervaly, ve kterych fce nabyva

nezéapornych, resp. nekladnych hodnot a pfislusné integraly spocitdme dle znamych vzorci.

Podgraf sezdporné i nekladié funkee f(r)

ZAKLADNI KONVEXNI UTVARY V ROVINE

Konvexni utvar

libovolné dva body tohoto utvaru lze spojit useckou, ktera cela (tj.vSechny jeji body) lezi v tomto tvaru

Usecka
Definice: Mé&jme dany dva riizné body M, N na piimce p. Usetka MN je mnozina viech bodii na piimce

p, které lezi mezi body M, N, sjednocena s mnozinou {M, N}.

PolopFimka

Definice? Na piimce p méjme dany dva rtizné body P, A. Poloptfimka s pocatkem v bod€ P, na niz  Poloprimka
lezi bod A, (ozna¢eni —PA) je definovana takto: ->PA4 = {Xep:X = P + H(4-P), t > 0}. Poloptimka
opacna k —PA (oznaceni <—PA) se definuje takto:

«PA={Xep: X = P+ {(A-P), t=0}.

Véta: Bud’ p ptimka, 4,Pep, P # A. Plati: <—PA = {Xep:X = P v P lezi mezi 4,X}.

Diikaz: Xe<PA < X =P+ H(A-P),t <0< P-X=1t(P-A) & (XAP) ==t < 0. Podle véty 12.4 je P mezi
A, X.



Véta: Poloptimka je konvexni ttvar na piimce.

Polorovina

Cast roviny, kterd vznikne rozdélenim roviny jednou pfimkou. Pfimka,

ktera rozd¢lila rovinu, se nazyva hranicni primka poloroviny. Pro -
blizsi urceni poloroviny se v poloroving voli dalsi bod nelezici na /
p —
hrani¢ni pfimce, tento bod se nazyva pomocny bod. polorovina ........... PA
hraniéni pfimka ... p
; pomocny bod ...... A
Uhel

Cast roviny ohrani¢end dvéma polopfimkami, které maji spolecny pocatek.
- konvexni < 180°

- konkavni > 180°

- piimy 180°

- plny 360°

- ostry <90°
- tupy > 90°
- pravy 90°

Dvojice uhli

- vrcholové  a-=f

a=p
- vedlejsi o+p=180° a+p=180°
- souhlasné o+ =180° A N s i) g
W /

Trojuhelnik

viz.2. str.

Rovinny pas

Rovnobézky jsou dvé piimky, které nemaji zadny spole¢ny bod (nikde se neprotnou).

Prostor mezi rovnobézkami se nazyva rovinny pas.

Osa (o) rovinného pasu je piimka, kterd rozdéli pads na dva shodné pasy.
Ptimka, ktera neni s dvéma rovnobézkami rovnobe€znd, svird s obéma rovnobézkami stejné thly. Tyto

uhly nazyvame souhlasné thly. Vrcholovy uhel souhlasného uhlu je uhel stiidavy.



A8. Zikladni pojmy stereometrie. Télesa v uéivu ZS. Zobrazovaci metody (volné

rovnobézné promitani, pravouhla axonometrie, mongeovo promitani). Zakladni

konvexni utvary v prostoru (poloprostor, vrstva, klin, trojhran, trojboky hranolovy

prostor, ¢tyrstén)

STEREOMETRIE
- zabyva se studiem prostorovych utvarl, tzv. geometrie v prostoru

- slovo feckého pivodu znamenajici ,, méfeni téles*

Zakladni vztahy mezi prostorovymi utvary:

1) Ke kazdé ptimce 1ze danym bodem v prostoru vést praveé jednu rovnobézku.

2) Dvéma riznymi body AB prochazi pravé jedna ptimka p (je jimi jednoznaéné urcena). PiSeme p = AB.
3) Lezi-li dva body A,B v roviné a , pak v této roviné lezi i ptimka p = AB.

4) Danym bodem A a danou ptimkou p, A € p, prochazi (je uréena) pravé jedna rovina.

5) Ttemi riiznymi body A;B;C, které nelezi na téze ptimce, prochézi (je urcena) praveé jedna rovina.

6) Dvéma riznymi piimkami, které maji spole¢ny bod (riznobézkami), prochazi (je urcena) prave jedna
rovina.

7) Maji-1i dvé rizné roviny spole¢ny bod, pak maji spolec¢nou celou piimku (prasecnici), ktera timto

bodem prochazi. Mimo priisecnici jiz nemaji Zadny spolecny bod.

Vzijemna poloha primek a rovin:

Dvé piimky v prostoru:

- nelezi v jedné rovin€ (mimob¢zky)

- lezi v téze roviné:

- zadny spole¢ny bod (pfimky rovnobézné rizné)
- jeden spole¢ny bod (ptimky riznobézné)

- v§echny spolecné body (piimky rovnobézné splyvajici).

Piimka a rovina v prostoru:

- zadny spole¢ny bod (ptimka je rovnobézna s rovinou a nelezi v ni)
- jeden spole¢ny bod (ptimka je riznobéznd s rovinou)

- vSechny spole¢né body (ptimka lezi v roving).



Dvé roviny v prostoru

- zadny spole¢ny bod (roviny rovnobézné rizné)
- spolec¢né prave jedna piimka (roviny riznobézné)

- spolecné vSechny body (roviny rovnobézné splyvajici).

Télesa v uéivu ZS

(vypsano z RVP, SVP)

1. stupen

- zékladni tvary v prostoru — kvadr, krychle, jehlan, koule, kuzel, vélec
2. stupen

- prostorové utvary — kvadr, krychle, rotacni vélec, jehlan, rotacni kuzel, koule, kolmy hranol

6. tiida

- kvadr a krychle

- povrch a objem kvadru a krychle
7. tiida

- hranoly

- objem a povrch hranolt
- slovni ulohy z praxe

8. tiida

- valec

- objem a povrch valce

- slovni ulohy z praxe

9. tiida

- jehlan, kuzel, koule

- objem a povrch jehlanu, kuzele, koule

Volné rovnobézné promitani
- Zabyva se problémem, jak zobrazit trojrozmérné objekty v dvojrozmérném prostoru.

- Zvolime si rovinu (papir) a body z prostoru do ni budeme pfenaSet pomoci rovnobézek.

Pojmy:

- rovnobézné promitani - postup zalozeny na vytvareni bodi pomoci rovnobézek

- prumétna - rovina, do které body pienasime



- smér promitdni — smér rovnobézek, které pouzivame na promitani (je u navzajem rovnobéznych piimek
stejny)

- rovnobézny prumét bodu — body vzniklé promitanim

Vlastnosti:
- Shodné a navzajem rovnobéZné usecky se promitaji do usecek, V  kter¢
jsou také shodné

a navzajem rovnobézné (nebo je primétem kazdé z nich bod).
- Utvar, ktery lezi v pramétné nebo v roviné s primétnou

rovnobézné (pracelna rovina), se promita do utvaru, ktery je s

shodny.

Pravoiihla axonometrie

- v pravouhlé axonometrii se promitd kolmo do roviny, ktera je obvykle zcela obecné polozena vzhledem
k zadané pravouhlé souradnicové soustave

- tim se dosahuje znacné nazornosti 1 pro objekty, které jsou v této souradnicové soustavé umistény
specialné

- nevyhoda je v tom, ze ze samotného vysledného axonometrického obrazu lze jen stézi urcit skutecné
rozmery zobrazovanych objekti

- pravotuhlou axonometrii Ize v praxi ¢asto najit u pocitacovych her typu strategie, a také pfi  nazorném

zobrazovani montdznich postupii napt. u détskych ¢i ndbytkovych stavebnic

)

Mongeovo promitani

- Vyuziva rovnobézného pravouhlého promitani

9. o
RAGTIR

pudorysny (ve vodorovné poloze) a narysny (ve svislé poloze).

objektu do dvou na sebe kolmych rovin (priméten) -

- Oproti béznému rovnobéznému promitani dovoluje ptidani dal§i primétny jednoznacnéjsi ptifazeni
bodi technického vykresu k bodiim v prostoru a tim lepsi zachyceni trojrozmérného objektu do
dvojrozmérného vykresu.

- Jméno této metodé dal francouzsky prirodovédec a matematik Gaspard Monge (1746 - 1818), jenz je

pokladan za otce deskriptivni geometrie.



Princip promitani:

v
- Nejprve promitdme kolmo na vodorovnou rovinu «t (pidorysnu) — promitaci
primky jsou svislé, jde tedy o pohled shora (ptidorys). Poté promitame
kolmo na svislou rovinu v (narysnu) — promitaci pfimky jsou kolmé, jde
tedy o pohled zeptedu (narys).
Konstrukce:
- kazdy bod je v Mongeové promitani nejprve pravouhle promitnut

do ptidorysny 7 a narysny v - je sestrojen jeho pidorys a narys - nasleduje sklopeni o 90° jedné pramétny
do druh¢ kolem osy x - tzv. sdruzeni priméten tim je kazdému bodu v prostoru jednozna¢né pfifazena
dvojice bodl v roving - tzv. sdruzené priméty, jejichz spojnice je kolma k ose x a tiké se ji ordinala - je-li
dén bod A o soufadnicich [xA;yA;zA], pak pfislusna ordinéla protina osu x v bod¢ xA a pidorys Al

piipadné narys A2 lezi ve vzdalenosti yA resp. zA od osy x

vy
Ptiklady:
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Poloprostor

Kazda rovina rozd¢€luje prostor na dva opacné poloprostory, jejichZ prinikem je praveé hrani¢ni rovina.
KaZzdy poloprostor je uréen hrani¢ni rovinou a bodem, ktery na ni nelezi (vnitinim bodem). Poloprostor

urceny hrani¢ni rovinou a a vnitinim bodem B znacime o, 8

Vrstva:

Necht’ jsou dany dvé rovnobézné roviny a, B a body Alla, B [1f .
Vrstvou rozumime mnozinu aB NBA

Roviny o;f3 nazyvame hrani¢nimi rovinami vrstvy

- Prinik dvojice poloprostort, ur¢enych rovinami a,3, kde o je rovnobézna s B a o # 3

Klin:

- Prinik dvojice poloprostort, uré¢enych rovinami a,, kde o neni rovnobézna s 3



- klinovy prostor: prinik dvou poloprostorti, jejichz hrani¢ni roviny jsou riznobézné

- hrana klinového prostoru: spolecna piimka onou hrani¢nich rovin

Trojhran:

- Pranik tfi poloprostort, uréenych rovinami a,f,y, kde a,f,y jsou roviny, které¢ maji spolecny prave jeden
bod

- mnohostran o tiech sténach

- soucet velikosti hranovych uhli je < 360°

- velikost kazdého hranového thlu je mensi nez soucet ostatnich dvou a vétsi nez jejich rozdil

Trojboky hranolovy prostor
- Prlnik tfi poloprostori, kt. jsou ur€eny tfemi rovinami, které nemaji spole¢ny bod, nejsou navzajem

rovnobézné a jsou rovnobézné s toutéz piimkou

Ctyi'stén

- Pranik ¢tyt poloprostorti

- obecny Ctyfstén je tvofen Ctyfmi obecnymi trojuhelniky :

- pravidelny Ctyfstén je tvotfen Ctyimi stejnymi rovnostrannymi trojihelniky.
Pravidelny Ctyfstén patii mezi mnohostény, specidln¢ mezi takzvana platonska télesa.






A9. KONSTRUKCNI ULOHY V UCIVU MATEMATIKY NA ZAKLADNI
SKOLE. MNOZINY BODU DANE VLASTNOSTIL.

Od 1. stupné zékladni Skoly se Zaci setkavaji s ukoly typu ,,sestrojte® geometricky utvar, a pravé
tyto ulohy jsou nazyvané konstrukénimi lohami. Tyto ulohy se zabyvaji sestrojenim urcitého utvaru za
konstruk¢ni ulohy.

Konstrukéni tlohou rozumime ulohu, kterd vyzaduje sestrojit jisty geometricky utvar (alesponl

jeden, ptipadné vSechny geometrické utvary) splitujici dané podminky.

Pomuicky pri realizaci konstrukénich tloh
K nejc¢astéjsim pomiickam pfti realizaci konstrukénich uloh patii pravitko a kruzitko.
Pouziti téchto pomtcek je stanoveno tmluvami:
a) Podle pravitka rysujeme pfimku (¢ast primky), kterd spojuje dva znamé body.
b) Pomoci kruzitka rysujeme kruznici, stfed kruznice je zndmy bod a polomér je dan dvéma
znamymi body.
¢) Vyjdeme z jisté skupiny danych bodii — dalsi body sestrojujeme jako spole¢né body narysovanych
piimek a kruznic, pokud tyto body existuji.
Konstrukce, které¢ provadime pouze témito dvéma rysovacimi potfebami, se nazyvaji eukleidovské
konstrukce.
Pti feSeni konstrukénich tloh mizeme pouzit rysovaci nacini — rysovaci nacini se nazyva v teorii

geometrickych konstrukci ndzvem ,,prostiedky®, proto se hovoti o ,.,konstrukcich danymi prostredky*.

Mezi rysovaci prostiedky patfi:

Kruzitko — konstrukéni imluvy jsou tyto:
a) Pomoci kruZzitka sestrojime kruZznici, jejiz stfed je zndmy a polomér je ddn dvéma zndmymi body.
b) Sestrojime body, které jsou spolecné jiz narysovanym konstrukcim.
Rovnobézkové pravitko — je pravitko s dvéma pfimymi hranami, které jsou navzajem rovnobézné a
jejichz vzdalenost je v.
Konstrukéni timluvy jsou tyto:
a) Sestrojime pfimku jako spojnici dvou sestrojenych bodu.
b) Urcime bod, ktery je spoleCny dvéma sestrojenym rtiznobéznym piimkam.
c) K sestrojené piimce rysujeme rovnobézku ve vzdalenosti v.
d) Dvéma danymi body, kde jejich vzdalenost je rovna nebo vétsi v, sestrojime dveé rovnobézné

pfimky o vzdalenosti v.



Uhlové pravitko — je to trojiihelnikové pravitko, jehoz dvé strany sviraji duty thel dané velikosti a, ve
Skole se uziva pravouhlé trojuhelnikové pravitko.
Konstrukéni timluvy jsou tyto:

a) a b) jsou stejné jako u rovnobézkového pravitka.

c) Sestrojenym bodem sestrojime druhé rameno uhlu velikosti a, jehoz prvni rameno lezi na

narysovane pirimce.

d) Sestrojime vrchol uhlu velikosti a, jehoZ ramena prochdzeji dvéma znadmymi body.
Jednotkové pravitko — tj, pfimé pravitko, na jehoz hran€ jsou vyznaceny dva body Ei a E2 jejichz
vzdalenost je dana jednotkova usecka e.
Dané timluvy jsou tyto:

a) ab) jsou stejné jako u rovnobeézkového pravitka.

c¢) Na sestrojené ptimce sestrojime dva body, které maji od jejiho zndmého bodu vzdélenost e.

d) Urcujeme spole¢né body sestrojené piimky a narysované kruznice, kterd ma stied ve zndmém bod¢

a jeji polomér je e.

Euklidovské konstrukce

Konstrukce, které provadime pravitkem a kruzitkem, nazyvame eukleidovské konstrukce.

Zakladnimi eukleidovskymi konstrukcemi rozumime:

1. sestrojime pfimky prochdzejici dvéma danymi riznymi body.

2. Sestrojime kruznice o daném stfedu a poloméru.

3. Urcéime bod jako spole¢ny bod dvou riznobéznych primek.

4. Urcime bod jako spolecny bod kruznice a piimky.

5. Urc¢ime bod jako spole¢ny bod dvou kruZznic.
Nékteré dalsi jednodussi konstrukce vytvofené jistou posloupnosti vySe uvedenych péti zakladnich
konstrukci, a to tyto:

- Preneseme dané GiseCky na danou polopiimku.

- Sestrojime kolmice k dané pfimce tak, aby prochdzela danym bodem.

- Preneseme konvexni thel k dané poloptimce do dané poloroviny.

- Sestrojime stfed usecky.

- Rozd¢lime tsecky na n stejnych dild.

- Sestrojime osy usecky.

- Sestrojime osy uhlu.

Reseni konstrukénich uloh
Reseni konstrukéni ulohy spocivéd v nalezeni takové posloupnosti zakladnich konstrukci, ktera umozni

sestrojit vSechny neznamé body nebo utvary.



Faze feSeni konstrukénich uloh:

Sl

Rozbor neboli analyza.

Sestrojeni neboli konstrukce. + popis

Zkouska neboli zduvodnéni konstrukce.

Diskuze.

Rozbor: ukolem rozboru je nalézt souvislosti mezi danymi a hledanymi prvky. Tyto
souvislosti umoznuji objevit posloupnost konstrukci, pii jejichz realizaci sestrojime hledané
body nebo utvary. Nejprve si udélame nacrt situace a do ného zakreslime jak dané, tak i
hledané prvky. V né&¢rtu si oznacime i dal$i geometrické Utvary (piimky, kruznice, body),
které budou vyuzity pfi feSeni konstruk¢ni tlohy. Pfi feSeni konstrukénich uloh bychom méli
predpokladat, Ze je tloha fesitelna.

Konstrukce: nejdiive musime vyslovit piedpis — posloupnost zakladnich konstrukci, podle
kterého vytvofime pozadovany geometricky utvar — grafické znazornéni. Také se miize stat, ze
utvar nelze sestrojit podle konstrukéniho ptfedpisu, nevyhovuje tedy podminkdm, proto neni
feSenim ulohy.

Zkouska: ovétujeme, zda vSechny body nebo utvary spliuji vSechny pozadavky dané zadanim
ulohy.

Diskuse: pouziva se tehdy, kdyz se fesi mnozina uloh, tj. jsou-li v uloze proménné prvky —
parametry. Stanovuji se podminky feSitelnosti a provadi se roztfidénim na mnoziny tloh —
ulohy neftesitelné, ulohy s jednim feSenim, dvéma vysledky atd. Vse je na zaklad¢ parametri,

které se vyskytuji v uloze.

Tridéni konstrukénich dloh

Konstrukéni ulohy tfidime podle riiznych hledisek. Jednim ze zphsobi je tfidéni na ulohy s jednim

neznamym bodem a na tlohy se dvéma a vice nezndmymi body. Konstrukéni tlohy se dale tfidi na Glohy

polohové a nepolohové.

Konstruk¢ni tllohy délime zpravidla takto:

Ulohy s jednim, dvéma a vice nezndmymi body — spocivaji v nalezeni jednoho ¢i vice neznamych

bodd, tyto body urcuji geometricky utvar.

Ulohy polohové — zde je dana poloha danych prvkd. (mam kruZnici se sttedem v bodé S a piimku,

ktera je jeji teCna. Sestrojte trojuhelnik, ktery prochazi S a dotyka se tecny.)

Ulohy nepolohové — neni zde dana poloha Zadného z danych prvki, umisténim nékterého

z danych prvka (bodu, thlu, ...), miZeme nepolohovou ulohu ptevést do polohové. Tomuto se

tika lokalizace nepolohové ulohy, pfi lokalizaci je tieba zvolit nejvyhodnéjsi zpiisob feseni ulohy.

(sestroj trojuhelnik)



Ukazky prikladu:
1. Nepolohovéa uloha s jednim nezndmym bodem C:
Sestrojte trojuhelnik ABC, je-li dano: AB=c =6 cm, AC=b = 7cm, vc =2 cm.
2. Polohova uloha s jednim nezndmym bodem — stfed kruznice S:

Je dand tisecka KL. Sestrojte vSechny trojuhelniky KLM, zname-li velikost vysek vka vi.
Metody reSeni konstrukénich uloh

Pti feseni konstrukéni ulohy mtizeme pouzivat rizné metody.
Metody feseni KU:
1. Konstrukce metodou mnozin vSech bodii s danou vlastnosti — neznamé body se urcuji jako prvky
priniku dvou takovych mnozin.
2. Konstrukce metodou zobrazeni — uziti geometrickych zobrazeni, kde si nékteré dané nebo hledané

utvary odpovidaji jako vzor a obraz.

3. Konstrukce algebraicko-geometrickou metodou — pii téchto ulohdch pouzivame vypocty
n¢kterych prvki.
Ukazky prikladi:

1. Konstrukce metodou mnozin vsech bodu:

Sestroj trojuhelnik ABC, kde strana AB =5 cm, f =70°, BC=4 cm.

2. Konstrukce metodou zobrazeni:
Jsou dany tfi navzdjem razné ptimky p, q, r. Na piimce p sestrojte bod P tak, aby bod Q k nému
soumérny podle pfimky r lezel na piimce q.

3. Konstrukce algebraicko-geometrickou metodou:

Sestroj rovnoramenny trojuhelnik PQR, kde PQ =5 cm a <« PQR = 70°.

Ucivo na 1. stupni ZS:

- Bod, tsecka, ptimka a poloptimka
- Ruznobézky, rovnobézky a kolmice

- Osatsecky

Mnoziny bodu dané vlastnosti

- Ucivo 8. Tridy
Mnozina musi byt ur¢ena tak, aby bylo mozné o kazdém prvku rozhodnout, zda do mnoziny patii nebo
ne. Mnoziny (pfedevsim ty, které maji nekone¢né¢ mnoho prvkll) se ur€uji pomoci tzv. charakteristické
vlastnosti jejich prvki. Mnoziny se v aritmetice oznacuji velkymi tiskacimi pismeny (A, N, ...) a prvky

pak malymi pismeny.



V geometrii je obvykle naopak, protoze se napt. usecky, ptfimky nebo kruznice — coz jsou mnoziny bodu

— tradi¢né oznacuji malymi pismeny (p, 1, a, ...)

Definice kruznice a kruhu (s vyuzitim pojmu ,,mnozina‘)

Kruznice je mnoZina vSech bodl vroviné, které maji od daného bodu S vroviné danou kladnou
vzdalenost r.
Kruh je mnozina vsech bodu roviny, které maji od daného bodu S v roviné vzdalenost mensi nebo rovnou
danému kladnému cislu r.
S ¢im se zaci zatim setkali?

a) k={X € p;|XS| =r} ... kruznice

k={X € p;|XS| <r} ... kruh

b) znaji zédkladni poznatky o mnozinach
Zopakovat alespoii trochu kvalitn€ jednoduché konstrukéni ulohy podle vét sss, sus, usu, Ssu.
Nyni rozdélit u¢ivo na: - mnoziny bodt dané vlastnosti

- mnoziny stfedi dané vlastnosti

1) mnoziny bodi

a) kruznice b) 2 rovnobézky v dané vzdalenosti

c) osausecky




2) mnozina stfedt kruznic

Tady je vhodné, aby si Zaci vystiihli alespon tfi kruznice rtizné velikosti (r = lcm, r = 1,5 cm, r = 2 cm)
z tvrdého papiru a oznadili stfed a v ném otvor. Miizeme také pouzit mince riizné velikosti (ale tady

nemaji stied).

vvvvvv

a) Mnoziny stfedl kruznic se stejnym polomérem
O Mnozina stiedii kruznic o stejném poloméru, které prochazeji danym bodem — je

kruznice o daném poloméru

O Mnozina stiedli kruznic o daném poloméru, které se dotykaji dané piimky — jsou 2

rovnobézky ve vzdalenosti poloméru od dané piimky



A10. Shodna zobrazeni (izometrie) v roviné. Podobna zobrazeni (podobnost) v

roviné. Véty o podobnosti trojuhelniku.

GEOMETRICKA ZOBRAZENI V ROVINE (SPADA DO OBLASTI PLANIMETRIE)

Geometrickym zobrazenim v roving€ se rozumi ptedpis, ktery libovolnému bodu X roviny piifazuje jako jeho
obraz pravé jeden bod X' tézZe roviny. Jestlize v daném zobrazeni splyva bod X se svym obrazem X', pak se bod

X=X'"nazyva samodruznym bodem daného zobrazeni.

Necht' U je geometricky tvar a U' jeho obraz v daném zobrazent; jestlize obraz kazdého bodu ttvaru U je opét
bodem tohoto utvaru, pak obraz U' splyva s utvarem U a takovy utvar U=U' se nazyva samodruznym utvarem
daného zobrazeni; je-li kazdy bod samodruzného utvaru U samodruzny, pak je utvar U tzv. silné samodruzny

v daném zobrazeni, jinak je slabé samodruZzny.

Shodna zobrazeni (shodnosti - izometrie) v roviné

Prosté zobrazeni v roviné se nazyva shodnym zobrazenim nebo kratce shodnosti, prave, kdyz pro kazdé dva
body X, Y roviny a jejich obrazy X', Y' v tomto zobrazeni plati \X"Y*\ =\XY\, tj. shodnost zachovava délku.

Zvlastnim piipadem shodnosti je identita, v niz kazdému bodu X roviny je pfifazen tentyz bod X'=X.

Zakladni vlastnosti shodnosti:

1) Obrazem kazdé usecky AB je isecka A'B' s ni shodna (JA'B'|=| AB |)

2) Obrazy rovnobéZnych piimek jsou rovnobeéZné piimky, tj. shodnost zachovava rovnobéznost.

3) Obrazem kazdého trojiihelnika ABC je trojiihelnik A'B'C' s nim shodny.
Obrazem piimky AB je pfimka A'B', obrazem rovnobé&znych piimek jsou rovnobézné primky.
Obrazem polopiimky AB je poloptimka A'B', obrazem opacnych poloptimek jsou opacné poloptimky.
Obrazem poloroviny pA je polorovina p'A', obrazem opacnych polorovin jsou opa¢né poloroviny.
Obrazem tihlu AVB je thel AYB shodny s uhlem AVB
Obrazem utvaru U je utvar U'shodny s titvarem U (planimetrie pro gymply)

Dva geometrické Utvary jsou shodné, jestlize maji stejny tvar a velikost. To 1ze zjistit prfenesenim jednoho
rovinného obrazce na druhy. Abychom je nemuseli vystfihovat ze seSitu, pouzivame prasvitku (prasvitny

papir). Porovnavame-li dva obrazce pomoci prisvitky, v nékterych piipadech je nutné prisvitku obratit.

Rozdéleni shodnosti

e Piimé - libovolny trojuhelnik a jeho obraz jsou ptimo shodné, tj. maji souhlasnou orientaci vrcholt
-identita, posunuti (translace), otoceni (rotace), sttedova soumérnost

¢ Nepiimé - libovolny trojihelnik a jeho obraz jsou nepiimo shodné, tj. maji nesouhlasnou orientaci
1



vrcholu

-0sova soumernost, posunuta soumeérnost

Skladani shodnosti:

Slozenim dvou pfimych a dvou nepiimych shodnosti vznikne ptima shodnost.
Slozenim pfimé a nepfimé shodnosti vznikne nepiima shodnost.
KaZdou piimou shodnost Ize slozit ze dvou osovych soumérnosti.

Kazdou nepiimou shodnost 1ze sloZit ze sttedové soumernosti a 0sové soumernosti.

OSOVA SOUMERNOST (na zikladni §kole)

Osova soumérnost O s osou o je nepiima shodnost, ktera je jednozna¢né urcend osou soumérnosti O. Lezi-li bod
X na ose o, pak jeho obraz X'= X. Obrazem bodl X €0 jsou body X', které lezi na kolmici k ose o, pfi¢emz
usecka XX' je osou ptilena.

- Samodruznymi body osové soumérnosti jsou praveé vsechny body osy soumérnosti. Bod, ktery splyva se svym
obrazem, se nazyva samodruzny bod. Stejné muizeme mluvit o samodruznych ptimkach, trojahelnicich,
kruznicich atd.

- Samodruznymi primkami osové soumérnosti jsou osa o a vsechny piimky k ose o kolmé. Obrazem piimky p
rovnobézné s osou oje rovnobézka p's osou soumérnosti.
Obrazem piimky q |l o je pfimka q || o; prisecik piimek q a q' lezi na ose o.

SloZenim dvou ptimych nebo dvou neptimych shodnosti vznikne piima shodnost.

Piiklad: Dva utvary, které jsou navzajem osoveé soumémé, jsou shodné, tj. A ABC= A A'B'C".

A oA

e



O trojahelnicich ABC a A'B'C' fikame, Ze jsou soumérné samodruzné podle ptimky o.
Trojuhelnik ABC oznaCujeme jako vzor. Trojuhelnik A'B'C' je obrazem trojihelniku ABC v osové
soumernosti s 0sou 0.
Znacime: O(0): A ABC > A AB'C'
Cteme: V osové soumérmosti podle osy 0 piejde trojuhelnik ABC do trojuhelniku A'B'C.
Rovnéz o bodech A a A', BaB', C a C' fikame, Ze jsou soumérné sdruzené podle piimky o. Body A, B, C jsou
vzory a body A', B', C obrazy.
Znacime: O(0): A> A’
B> B
cC>C
Cteme: V osové soumérnosti podle osy 0 piejde bod A do bodu A', bod B do bodu B', bod C do bodu C.

Poznamka:
Ctvercova sit’ usnadiiuje nanaSeni kolmic 1 odmétovani stejnych vzdalenosti.

Existuji obrazce, které maji vice os soumernosti a naopak obrazce, které nemaji zadnou osu soumérnosti. I

néekteré pismena jsou osove soumérna (A, B, C,O0, D, E, H, [, K, M,...)
Osa soumérnosti tsecky AB se nazyva osa isecky. Je na danou tisecku kolma a prochézi jejim sttedem.

Zrcadleni - se jinak nazyva rovinova soumérnost. Rovina zrcétka je rovinou soumérnosti. Rovina soumérnosti

vzdy predstavuje pomysIné zrcadlo, ve kterém se jedna polovina télesa zobrazi do druhé.

Z definice plyne, Ze osa je jednozna¢né uréena osou soumernosti. Mtize vSak byt také dana dvojici riznych

bod, jestlize kazdy z nich je obrazem druhého v této osové soumérnosti.

Vyuziti: pii feSeni tloh o odrazu a o nejkratSim spojeni dvou bodti lomenou ¢arou. Zakladem feseni téchto
uloh vlastnost ptimky a jejiho obrazu: odchylka piimky a osy o je stejna jako odchylka jejiho obrazu a osy o.
Pii konstrukci trojuhelnika, je li z danych prvki dan soucet nebo rozdil stran.

STREDOVA SOUMERNOST (na zikladni §kole)

Stredova soumeérnost se stiedem S je pifima shodnost, ktera stfedu S prifazuje tyZ bod S'=S a kazdému bodu
roviny X # S pfifazuje takovy bod X', ze bod S je stfedem tisecky XX'.
- Stredova soumérnost je jednoznacné urcena stfedem soumérnosti S. Lze ji povaZzovat za otoceni urcené
stfedem otoceni S a tthlem otoceni a =+180°.
-Jedinym samodruznym bodem stfedové soumémosti je jeji stred S

-Samodruznymi pfimkami stiedové soumérnosti jsou vSechny piimky, které prochazeji stiedem
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soumernosti S.

Ve stiredové soumérnosti plati:

1. Obrazem piimky, kterd neprochazi sttedem soumémosti, je ptimka rovnobézna se svym vzorem.

2. Obrazem piimky, ktera prochazi sttedem soumérnosti, je piimka splyvajici se svym vzorem.
3. Obrazem dvou rovnobéznych piimek jsou opét dve rovnobezky.
Ctvercovy papir - sttedova soumernost.

Stiedoveé soumérné utvary jsou samodruzné vzhledem ke stiedové soumérnosti, jejimz stiedem je stied

soumernosti.

Pfi ovéfovani shodnosti vzoru a obrazu u osové soumérnosti jsme museli prisvitku obratit. U stiedové

soumernosti jsme prusvitku obratit nemuseli. Odtud vyplyva rozdil mezi soumernostmi.

S A
Plati: |SA| = |SC|, |SB| = |SD| (podle zadani) a |<ASB| = [«CSD| (protoie tyto uhly jsou
vrcholové)

Trojuhelnik ABS je shodny s trojihelnikem CDS podle véty sus. Trojihelniky maji odpovidajici si strany
shodné, a proto AB = CD (JAB|=|CD)).

K naneseni dan¢ tisecky na danou poloptimku pouzivame pravitko a kruZitko, popft. prouzek papiru.

Zjistili jsme: Jestlize je bod S stfedem usecky AC a BD, jsou tisecky AB a CD shodné. Budeme fikat, Ze tyto
usecky jsou souméme sdruzené podle stredu S. Zobrazeni, které prevadi useCku AB v usecku CD, se nazyva
sttedova soumérnost, bod S je jejim stfedem.

Znaceni: S(S): M>M' (¢teme: Ve stiedové soumérmnosti podle stiedu S piejde bod M do bodu M')

Vzor a obraz ve stfedové soumernosti jsou shodné utvary. Sttedova soumérnost je proto shodné zobrazeni

(zkracen¢ shodnost).

POSUNUTI (TRANSLACE) - v uéivu ZS

Z fyziky vime, Ze sila, drdha pifimocarého pohybu, rychlost jsou ureny, zndme li kromé jejich velikosti
také smér. Ten znazoriiujeme orientovanou useckou.

Orientovana usecka je Usecka, u niz je urCeno, ktery jeji krajni bod je tzv. pocatecni, druhy jeji krajni
bod je koncovym bodem. Graficky znazoriiujeme Sipku u koncového bodu. Délka orientované tsecky
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AB je usecka AB. Mezi orientované tsecky fadime i bod, kdy jeji pocatecni i koncovy bod splyva.

Rikéme ji nulova orientovand usecka, jeji délka je rovna 0.
Dve¢ orientované usecky AB a CD urcuji totéz posunuti, jestlize soucasné plati:

a) Jsou rovnobézné
b) Maji stejnou velikost

¢ Maji stejnou orientaci (ta je vyznacena Sipkou)

Jedna neorientovana useCka urcuje dve orientované usecky.
| I L > < 1

A B A B B A

Posunuti je jednozna¢né urceno volbou orientované secky.

Posunuti (translace) T je piima shodnost, kterd je jednozna¢né urCena nenulovym vektorem
posunuti # =AA". Kazdému bodu roviny X je pfifazen jeho obraz X'tak, ze plati |[XX'| = u.
- Velikost (délka) vektoru posunuti urcuje délku posunuti, smer vektoru posunuti urcuje smér
posunuti (tzn. useCky XX'a AA' jsou stejn¢ dlouhé, rovnobézné a souhlasné orientované.
-Jelikoz u # o, nema posunuti zadné samodruzné body.
- Samodruznymi piimkami jsou vSechny rovnobézky s vektorem posunuti.
Zna¢ime: P(XY): A DA
Cteme: V posunuti daném orientovanou useckou XY piejde bod A do bodu A'.
Posunuti je shodné zobrazeni. Je to pfima shodnost.
Stejn¢ jako jsme pracovali se stfedovou a osovou soumérnosti v pravouhlé soustavé soufadnic, je

mozné v této soustave studovat 1 posunuti.

Vime, Ze jedno posunuti mizeme urcit libovolnym mnoZstvim orientovanych Usecek. Jestlize
provadime posunuti v soustavé soufadnic, je zvykem zvolit si pro wurfeni posunuti takovou
orientovanou useCku, jejiz pocatetni bod splyne s pocatkem soustavy souradnic. Posunuti pak

charakterizujeme soufadnicemi koncového bodu.



OTACENI (ROTACE)- v uéivu ZS

Otoceni (rotace) R je shodné zobrazeni, jednoznac¢né urcené stiedem otoceni S a orientovanym thlem otoceni
a, jehoz velikost je z intervalu (0°;360°). Bodu S je pfifazen tyz bod S'= S, kazdy bod roviny X # S ma obraz
X', pro ktery plati [SX| = |SX'| a XSX ™ = «a.
- Obraz bodu X lezi na kruZnici otoceni k(S;r = SX), pfi¢emzZ jeho poloha je dana orientovanym uhlem
otoceni: XSX'= a.
- Otoceni ma pro a. = 360° vSechny body samodruzné, jinak mé jediny samodruzny bod S.
- Samodruzné ptimky pro a # 180° a a # 360° nejsou Zadné pro a = 180° jsou samodruzné vSechny
piimky prochazejici sttedem S, pro o= 360° jsou samodruzné vsechny piimky roviny.

- Otoceni vznikne slozenim dvou osovych soumernosti s riznobéznymi osami.

Body B1 a B2 jsou obrazy bodu A v otoceni kolem stiedu S o uhel velikosti 60°.

Samotna velikost thlu je pro jednoznacné urceni obrazu nedostacujici. Hovorfime proto o otaceni v kladném a

zaporném smyslu.

Otacenim v kladném smyslu rozumime otoceni proti sméru otdceni hodinovych rucicek. Znacime znaménkem
+. Otoenim v zaporném smyslu rozumime otoceni ve sméru otd€eni hodinovych rucicek. Znacime
znaménkem -.

Zapis: R (S, +60°): A>Bi

Cteme: V otodeni kolem stiedu S o tihel 60° v kladném smyslu piejde bod A do bodu Bi.

Zapis: R (S, -60°): A>B:

Cteme: V oto¢eni kolem stiedu S o thel 60° v zaporném smyslu piejde bod A do bodu Bo.

Uhel, u kterého je mimo velikost jesté udan smysl (napt. +60°), se nazyva orientovany tihel.

Otoceni je urceno stiedem, velikosti otaCeni a smyslem otaceni.

Otécenti je shodné zobrazeni, jedna se o ptimou shodnost.

Podobna zobrazeni (podobnost) v roviné

Prosté zobrazeni v roving se nazyva podobnym zobrazenim nebo kratce podobnosti, pravé kdyz pro kazdé dva
body X, Y roviny a jejich obrazy X', Y'v tomto zobrazeni plati |X'Y’ |= k| XY/, kde k > 0 je dané konstanta

zvana koeficient podobnosti.



Podobnost se znaci ,, ~*“ (Shodnost se znaci ,,=").

Zvlastnim piipadem podobnosti je pro k=1 shodnost (identita).
Z:akladni vlastnosti podobnosti:

1. Obrazem kazdé usecky AB v podobnosti s koeficientem k je tisecka A'B'délky \A'B"\ = kK\AB\
2. Obrazy rovnobéznych piimek jsou rovnobézné piimky, tj. podobnost zachovava rovnobéznost

3. Obrazem kazdého trojiihelnika ABC je podobny trojuhelnik A'B'C’.

Dva geometrické utvary nazgyvame podobné, je-li mozné jeden z nich zobrazit pomoci ¢tvercové sité tak, ze

ziskame dvojici shodnych utvart.
Shodnost je zvlastnim ptipadem podobnosti (k=I).
Pro dva podobné geometrické utvary plati, Ze maji stejny poméer délek vSech dvojic odpovidajicich si usecek,
tj.

|A'B| _ |B°C'| _ |aC| _

= - ==k
1aB| — |BC| _ lAC]

Naopak, jestlize vSechny dvojice odpovidajicich si useek maji stejny pomer délek, potom jsou dané utvary
podobné.
Kladné realné ¢islo k nazyvame pomér podobnosti.
Jestlize je k > 1, jedna se o zvétSeni.
Jestlize je k =1, jedna se o shodnost.
Jestlize je k < 1, jedna se o zmenSeni.
Pro dva podobné geometrické utvary plati, ze kazdé dva odpovidajici si thly jsou shodné.

Naopak, jestlize vSechny dvojice sob& odpovidajicich tihli jsou shodné, jsou dané Gtvary podobné.

Jsou-li dva titvary U a U’ podobné s pomérem podobnosti K, potom pro jejich obsahy S a S' plati S': S = k?,
neboli S=Kk2. S

Véty o podobnosti trojuhelniki

Stejné jako u shodnosti 1 u podobnosti plati, ze chceme-li zjistit, zda jsou dva trojuhelniky podobné, staci

porovnat jen nékteré jejich strany a thly. O podobnosti trojuhelniki mluvi nasledujici i véty:

. Véta sss: Jestlize dva trojuhelniky maji sobé rovny poméry délek vsech dvojic odpovidajicich si stran, pak
jsou podobné.

« Véta sus: Jestlize dva trojiihelniky maji stejny pomér délek dvou pard odpovidajicich si stran a shoduji se v

uhlu jimi sevieném, pak jsou podobné.



. Véta uu: Jestlize se dva trojiihelniky shoduji ve dvou vnitinich thlech, pak jsou podobné.

Vétauu

Vétasus (B A
" o=

Véta uu by se mc‘)'hla-—jmenbvat kﬁdné uuu. KdyZ se dva trojtihelniky shoduji ve dvou uhlech, tak se
shoduji 1 v tom tfetim. Oboum trojuhelnikim totiz chybi stejny tthel do 180°. Pro ty, ktefi maji radi historii :

pomoci podobnosti trojihelnikt sestrojil Thalet z Milétu (7.-6. stol. pt. n. 1.) dalkomér.
Véty vyplyvajici z podobnosti trojuhelnikii:
1. Dva trojuhelniky jsou podobné, jsou-li jejich odpovidajici si strany rovnobézné, nebo navzajem

kolmé.
2. Dva pravouhlé trojuhelniky jsou podobné, shoduji-li se v jednom ostrém uhlu nebo v poméru dvou

odpovidajicich si stran.
3. Dva rovnoramenné trojuhelniky jsou podobné, shoduji-li se v thlu pfi zdkladné nebo v thlu pii

vrcholu.
4. Kazdé dva rovnostranné trojtthelniky jsou si podobné.

STEJNOLEHLOST

Stejnolehlost se stiedem S a koeficientem k (kde k je rizné od nuly) je pfima podobnost, ktera:

1. bodu S pfitazuje obraz S'=S
2. bodu X riznému od S piifazuje obraz X' tak, ze plati /SX'/=//k/./SX/ a ptitom bod X’ lezi na
poloptimce SX pro k>0 (obr. a), resp. bod X" lezi na polopiimce opacné k polopiimce SX pro k<O (obr.
b)

Stejnolehlost je jednozna¢né urcena stredem S a koeficientem k.

Stejnolehlost se stiedem S a koeficientem k = -1 je stfedova soumernost se stfedem S; stejnolehlost s

koeficientem k = 1 je identita.

Pro k rizné od jedné je samodruznym bodem pravé jen stied S, slabé samodruzné jsou vSechny piimky
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prochazejici bodem S.

Je-li pfimka p'obrazem piimky p v dané stejnolehlosti, pak jsou ptimky p, p' rovnobéZné. Obraz U' omezeného
utvaru U je zvétSeny pro |k| > 1 a zmenSeny pro k| < 1.

Kazdé dvé kruznice v roviné jsou stejnolehlé, a) k>0 a |k|>1

b) k<0 a |k|<I

Bod, ktery splyva se svym obrazem, se nazyva samodruzny bod. Stejnolehlost ma jediny samodruzny bod, a

to stfed stejnolehlosti.

Utvar a jeho obraz ve stejnolehlosti H (S, k) jsou podobné utvary. Pomér podobnosti k je potom roven

absolutni hodnot¢ koeficientu stejnolehlosti \K\.

Ve stejnolehlosti plati:
1. Obrazem piimky, ktera neprochézi sttedem stejnolehlosti, je pfimka rovnob&zna se svym vzorem.
2. Obrazem piimky, kterd prochazi sttedem stejnolehlosti, je ptimka splyvajici se svym vzorem.

3. Obrazem dvou rovnobéznych piimek jsou opét dvé rovnobezky.



Bla. Matematika jako komponenta kurikularnich dokumentu sekundarni $koly,

skolska matematika v RVP, didakticka analyza u¢iva matematiky v sekundarni Skole

MATEMATIKA = je véda o Cislech a geometrickych utvarech (véda o kvantitativnich a

prostorovych vztazich reilného svéta).

Pedagogicka véda rozliSuje:
a) Obecnou didaktiku vymezujeme jako teorii vzdélavani a vyucovani

b) Specialni didaktiku (prredmétovou — didaktika matematiky) je védou se svou vlastni strukturou,

logikou a zptisobem mysleni

Dimenze didaktiky matematiky

e Obsahova -vzdé¢lavaci obsah, ucivo, tzn. Skolskd matematika jako vybér a transformace poznatka
matematické védy do didaktického systému piisluSného druhu a stupné Skoly

e Pedagogicka — metody a postupy vyucovani ve smyslu ¢innosti ucitele, poznavaci procesy zaki

e Psychologicka — motiva¢ni aspekt ve vyucovani a uceni zakt

e Konstruktivni — cile vyucovani, projektovani, realizace a evaluace, zaméfené k jednani ucitele

v konkrétni situaci

POJETI VYUCOVACIHO PREDMETU

Stava se jednim ze zakladnich problémut
e Orientovano spiSe teoreticky — napft. diraz kladen na obsahovy aspekt
e prakticka pfiprava zéka — napft. osvojeni dovednosti feSeni urcitych typt uloh

cile prace ucitele

¢ nejen naucit predepsané ucivo, ale predevsim formovat osobnost zaka
e zmeénit jeho vztah k praci

e vytvaret a rozvijet jeho pozitivni vztah k matematice

SKOLSKA MATEMATIKA V RVP
Skolska matematika = musi Zika vybavit zikladnimi kompetencemi, aby se mohl uplatnit
v praktickém Zivoté

Cilové zaméfeni (kliCové kompetence)

e vyuzivani matematickych poznatkl a dovednosti v praktickych ¢innostech

e rozvijeni paméti zakl prostfednictvim numerickych vypocta



e rozvijeni kombinatorického a logického mysleni, ke kritickému usuzovani a srozumitelné a vécné
argumentaci

e rozvijeni abstraktniho a exaktniho mySleni osvojovdnim si a vyuzivanim zakladnich
matematickych pojmi a vztahi

e vytvafeni zasoby matematickych nastroju a k efektivnimu vyuzivani osvojeného matematického
aparatu

e vnimani slozitosti redlné¢ho svéta a jeho porozuméni

e provadéni rozboru problému a planu feSeni, odhadovani vysledkl, volbé spravného postupu
k vyfeSeni problému a vyhodnocovani spravnosti vysledku vzhledem k podminkam tlohy nebo
problému

e pfesnému a strucnému vyjadfovani uzivanim matematického jazyka vcetné symboliky,
provadénim rozborl a zapisi pii feSeni uloh a ke zdokonalovani grafického projevu

e rozvijeni spoluprace pfi feSeni problémovych a aplikovanych tloh vyjadiujicich situace z bézného
zivota a nasledné vyuziti ziskaného feSeni v praxi

e rozvijeni divéry ve vlastni schopnosti a moznosti pii feSeni uloh, k soustavné sebekontrole pii
kazdém kroku postupu feSeni, k rozvijeni systemati¢nosti, vytrvalosti a piesnosti, k vytvareni
dovednosti vyslovovat hypotézy na zdklad¢ zkuSenosti nebo pokusu a k jejich ovéfovani nebo

vyvraceni pomoci protiptikladi

Vzdélavaci oblast Matematika a jeji aplikace je v zakladnim vzdélavani zalozena ptredevSim na
aktivnich ¢innostech, které jsou typické pro praci s matematickymi objekty a pro uziti matematiky
v realnych situacich.
Je rozd¢€lena na ¢tyfi tematické okruhy:

e (islo a proménna

o zavislosti, vztahy a prace s daty

e geometrie v roviné a v prostoru

¢ nestandardni aplikacni ilohy a problémy



1. STUPEN
CISLO A POCETNI OPERACE

Ocekavané vystupy — 1. obdobi

zak

@ pouZiva pFirozend Cisla k modelovani redlnych situaci, pocita piedméty v daném souboru, vytvdaii soubory s
danym poctem prvkii

Cte, zapisuje a porovndvd piirozend Cisla do 1 000, uZivd a zapisuje vztah rovnosti a nerovnosti

@ uZivd linedrni uspordaddani; zobrazi Cislo na Ciselné ose

& provadi zpaméti jednoduché pocetni operace s piirozenymi Cisly

v wvr vr 7

FeSi a tvoii ulohy, ve kterych aplikuje a modeluje osvojené pocetni operace

Ocekavané vystupy — 2. obdobi

zak

& vyuzivd pii pamétném i pisemném pocitani komutativnost a asociativnost s¢itini a ndsobeni

@ provadi pisemné pocetni operace v oboru piirozenych éisel

@ zaokrouhluje p¥irozend Cisla, provadi odhady a kontroluje vysledky pocetnich operaci v oboru p¥irozenych
Cisel

& Fesi a tvoii ulohy, ve kterych aplikuje osvojené pocetni operace v celém oboru piirozenych Cisel

Ucivo

obor pfirozenych cisel

zapis Cisla v desitkové soustave, Ciselna osa
nasobilka

vlastnosti pocetnich operaci s pfirozenymi ¢isly
pisemné algoritmy pocetnich operaci
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ZAVISLOSTI, VZTAHY A PRACE S DATY
Ocekavane vystupy — 1. obdobi
zak
orientuje se v Case, provddi jednoduché prevody jednotek Casu
@ popisuje jednoduché zdavislosti 7 praktického Zivota
@ dopliiuje tabulky, schémata, posloupnosti Cisel

Ocekavané vystupy — 2. obdobi

zak

& vyhledadva, sbird a tiidi data

@ (Cte a sestavuje jednoduché tabulky a diagramy

Ucivo
@ zavislosti a jejich vlastnosti
© diagramy, grafy, tabulky, jizdni fady

GEOMETRIE V ROVINE A V PROSTORU
Ocekavané vystupy — 1. obdobi
zak
rozeznd, pojmenuje, vymodeluje a popiSe zdakladni rovinné utvary a jednoduchd télesa; nachazi v realité
jejich reprezentaci
@ porovndvd velikost utvarii, méii a odhaduje délku tisecky
@ rozeznd a modeluje jednoduché soumérné titvary v roviné



Ocekavane vystupy — 2. obdobi

zak

@ narysuje a zndazorni zdkladni rovinné utvary (¢tverec, obdélnik, trojithelnik a kruznici); uZivda jednoduché
konstrukce

scita a od¢ita graficky usecky; urci délku lomené Cary, obvod mnohouihelniku sectenim délek jeho stran
@ sestroji rovnobéiky a kolmice

@ uréi obsah obrazce pomoci étvercové sité a uZivd zdakladni jednotky obsahu

@ rozpoznd a zndzorni ve étvercové siti jednoduché osové soumérné uitvary a uréi osu soumérnosti utvaru
piekladanim papiru

Ucdivo
@ zakladni utvary v roviné — lomena ¢ara, ptfimka, polopfimka, isecka, ¢tverec, kruznice, obdélnik,
trojuhelnik, kruh, ctyfhelnik, mnohothelnik
@ zakladni atvary v prostoru — kvadr, krychle, jehlan, koule, kuzel, valec
délka usecky; jednotky délky a jejich ptevody
obvod a obsah obrazce
vzajemna poloha dvou pfimek v roving
osove soumérné Utvary

@
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NESTANDARDNI APLIKACNI ULOHY A PROBLEMY
Ocekavané vystupy — 2. obdobi
zak
@ Fesi jednoduché praktické slovni vilohy a problémy, jejich? ieSeni je do znaéné miry nezavislé na obvyklych
postupech a algoritmech Skolské matematiky

U¢ivo
slovni tlohy

Ciselné a obrazkové rady
magické Ctverce

prostorova predstavivost

€<
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2. STUPEN

CISLO A PROMENNA
Ocekavané vystupy
zak
@ provddi pocetni operace v oboru celych a raciondlnich Cisel; uZiva ve vypoctech druhou mocninu a
odmocninu
@ zaokrouhluje a providi odhady s danou pi‘esnosti, uéelné vyuZivi kalkuldator
@ modeluje a i'esi situace s vyuZitim délitelnosti v oboru piirozenych Cisel
uzivd riuzné zpusoby kvantitativniho vyjadieni vztahu celek — éast (piirozenym Cislem, pomérem, zlomkem,
desetinnym Cislem, procentem)
@ Fi'eSi modelovanim a vypocétem situace vyjadiené pomérem; pracuje s méiitky map a plini
@ Fesi aplikacni ulohy na procenta (i pro p¥ipad, Ze procentova st je vétsi nez celek)
© matematizuje jednoduché redlné situace s vyuzitim proménnych; urcéi hodnotu vyrazu, s¢itda a nasobi
mnohocleny, provadi rozklad mnohoclenu na soucin pomoci vzorcii a vytykanim
@ formuluje a i‘eSi redlnou situaci pomoci rovnic a jejich soustav
analyzuje a i'e§i jednoduché problémy, modeluje konkrétni situace, v nichZ vyuzivd matematicky apardt v
oboru celych a raciondlnich Cisel



U¢ivo

@ délitelnost prirozenych Cisel — prvocislo, ¢islo slozené, nasobek, délitel, nejmensi spolecny nasobek, nejveétsi
spole¢ny délitel, kritéria délitelnosti

@ cela ¢isla — ¢isla navzajem opacna, Ciselna osa

D

@ desetinna ¢isla, zZlomky — rozvinuty zapis Cisla v desitkové soustave; prevracené Cislo, smisené ¢islo, slozeny
zlomek
@ pomér — metitko, umeéra, trojclenka

@ procenta — procento, promile; zaklad, procentova ¢ast, pocet procent; jednoduché urokovani
mocniny a odmocniny — druhd mocnina a odmocnina

vyrazy — Ciselny vyraz a jeho hodnota; proménna, vyrazy s proménnymi, mnohocleny
rovnice — linearni rovnice, soustava dvou linearnich rovnic se dvéma neznamymi
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ZAVISLOSTI, VZTAHY A PRACE S DATY
Ocekavané vystupy

=

vyhledava, vyhodnocuje a zpracovava data

porovndvd soubory dat

urcuje vitah piimé anebo nepiimé umérnosti

vyjadii funkéni vztah tabulkou, rovnici, grafem

matematizuje jednoduché redlné situace s vyuZitim funkcénich vztahi

CRCRCRENCEN

U¢ivo
@ zavislosti a data — piiklady zavislosti z praktického Zivota a jejich vlastnosti, nakresy, schémata, diagramy,
grafy, tabulky; Cetnost znaku, aritmeticky prameér
@ funkce — pravothla soustava soutradnic, pfima imérnost, neptima tmérnost, linearni funkce

GEOMETRIE V ROVINE A V PROSTORU
Ocekavané vystupy
zak
zduvodiiuje a vyuZiva polohové a metrické vlastnosti zakladnich rovinnych utvarii pii ieSeni itloh a
Jjednoduchych praktickych problémii; vyuZiva potiebnou matematickou symboliku
@ charakterizuje a tiidi zdkladni rovinné tutvary
@ urcuje velikost vthlu mérenim a vypoctem
odhaduje a vypociti obsah a obvod zdkladnich rovinnych utvarii
© vyuzivda pojem mnoZina vSech bodit dané viastnosti k charakteristice titvaru a k veSeni polohovych a
nepolohovych konstrukcnich uloh
nacrtne a sestroji rovinné utvary
@ wuZiva k argumentaci a p¥i vypoctech véty o shodnosti a podobnosti trojithelniki
@ nacrtne a sestroji obraz rovinného utvaru ve stiedové a osové soumérnosti, uréi osové a stiedové soumérny
utvar
urcuje a charakterizuje zdkladni prostorové utvary (télesa), analyzuje jejich vlastnosti
odhaduje a vypocitda objem a povrch téles
nacrtne a sestroji sité zakladnich téles
nacrtne a sestroji obraz jednoduchych téles v roviné
analyzuje a iesi aplikaéni geometrické ulohy s vyuZitim osvojeného matematického apardtu

CECRCRCRE

U¢ivo
@ rovinné utvary — primka, polopfimka, secka, kruznice, kruh, thel, trojuhelnik, ctyftihelnik (lichob&znik,
rovnobéznik), pravidelné mnohouhelniky, vzajemna poloha ptimek v roviné€ (typy thli), shodnost a
podobnost (véty o shodnosti a podobnosti trojuhelniki)
© metrické vlastnosti v roviné — druhy uhli, vzdalenost bodu od pfimky, trojuhelnikova nerovnost,
Pythagorova véta



@ prostorové utvary — kvadr, krychle, rotacni valec, jehlan, rota¢ni kuzel, koule, kolmy hranol
@ Kkonstrukéni tlohy — mnoziny vSech boda dané vlastnosti (osa usecky, osa tthlu, Thaletova kruznice), osova

soumérnost, sttedova soumeérnost

NESTANDARDNI APLIKACNI ULOHY A PROBLEMY

Ocekavané vystupy - zak
[ uziva logickou tivahu a kombinac¢ni tisudek pfi feSeni tloh a problémil a naléza rizna feseni predkladanych nebo
zkoumanych situaci
[ fesi Glohy na prostorovou piedstavivost, aplikuje a kombinuje poznatky a dovednosti z riiznych tematickych a
vzdélavacich oblasti
U¢ivo

@ Ciselné a logické rady; Ciselné a obrazkové analogie; logické a netradicni geometrické ulohy

Charakteristika vzdélavaci oblasti Matematika a jeji aplikace

Vzdélavaci oblast Matematika a jeji aplikace je v zakladnim vzdélavani zaloZena piedev$im na aktivnich
¢innostech, které jsou typické pro praci s matematickymi objekty a pro uziti matematiky v redlnych situacich.
Poskytuje védomosti a dovednosti potfebné v praktickém zivoté a umoznuje tak ziskavat matematickou
gramotnost. Pro tuto svoji nezastupitelnou roli prolind celym zakladnim vzd€lavanim a vytvaii predpoklady pro
dalsi uspésné studium.

Vzdélavani klade dtraz na dikladné porozuméni zakladnim myslenkovym postuptim a pojmiim matematiky
a jejich vzajemnym vztahtim. Zaci si postupné osvojuji nékteré pojmy, algoritmy, terminologii, symboliku a
zpusoby jejich uziti.

Vzdélavaci obsah vzdélavaciho oboru Matematika a jeji aplikace je rozd¢len na Ctyfi tematické okruhy. V
tematickém okruhu Cisla a pocetni operace na prvnim stupni, na ktery navazuje a dale ho prohlubuje na druhém
stupni tematicky okruh Cislo a proménnd, si Zaci osvojuji aritmetické operace v jejich tiech slozkach: dovednost
provadét operaci, algoritmické porozumeéni (pro¢ je operace provadéna piedloZzenym postupem) a vyznamove
porozuméni (umét operaci propojit s realnou situaci). UCi se ziskavat Ciselné tidaje méfenim, odhadovanim,
vypoétem a zaokrouhlovanim. Seznamuji se s pojmem proménna a s jeji roli pii matematizaci realnych situaci.

V dal$im tematickém okruhu Zadvislosti, vztahy a prdace s daty zaci rozpoznavaji urCité typy zmén a
zavislosti, které jsou projevem béznych jevi realného svéta, a seznamuji se s jejich reprezentacemi. Uvédomuji si
zmény a zavislosti znamych jevi, dochazeji k pochopeni, ze zménou mize byt rist i pokles a Ze zmé€na mize mit
také nulovou hodnotu. Tyto zmény a zavislosti zaci analyzuji z tabulek, diagramt a grafi, v jednoduchych
ptipadech je konstruuji a vyjadiuji matematickym ptedpisem nebo je podle moznosti modeluji s vyuzitim vhodného
pocitacového software nebo grafickych kalkulatorii. Zkoumdni téchto zavislosti sméfuje k pochopeni pojmu
funkce.

V tematickém okruhu Geometrie v roviné a v prostoru zaci urCuji a znazormuji geometrické utvary a
geometricky modeluji redlné situace, hledaji podobnosti a odliSnosti utvart, které se vyskytuji vSude kolem nas,
uvédomuji si vzajemné polohy objektli v roviné (resp. v prostoru), uci se porovnavat, odhadovat, métit délku,
velikost tthlu, obvod a obsah (resp. povrch a objem), zdokonalovat sviij graficky projev. Zkoumani tvaru a prostoru
vede zaky k feSeni polohovych a metrickych uloh a problémd, které vychazeji z béznych zivotnich situaci.

Dillezitou soucasti matematického vzdélavani jsou Nestandardni aplikacni ulohy a problémy, jejichz feSeni
mize byt do zna¢né miry nezavislé na znalostech a dovednostech Skolské matematiky, ale pfi némz je nutné
uplatnit logické mysleni. Tyto ulohy by mély prolinat vSemi tematickymi okruhy v pribéhu celého zakladniho
vzdélavani. Zaci se uéi fesit problémové situace a tilohy z b&zného Zivota, pochopit a analyzovat problém, utiidit
idaje a podminky, provadét situa¢ni nacrty, fesit optimalizaéni lohy. ReSeni logickych tloh, jejichZ obtiznost je
zavisla na mife rozumové vyspélosti zakd, posiluje védomi zaka ve vlastni schopnosti logického uvazovani a mize
podchytit i ty zaky, ktefi jsou v matematice mén¢ spesni.

Zaci se uéi vyuzivat prostiedky vypoéetni techniky (piedeviim kalkulatory, vhodny po¢itadovy software, uréité
typy vyukovych programt) a pouzivat n¢které dalsi pomuicky, coz umozinuje ptistup k matematice i zaktim, ktefi
maji nedostatky v numerickém pocitani a v rysovacich technikach. Zdokonaluji se rovnéz v samostatné a kritické
praci se zdroji informaci.



DIDAKTICKA ANALYZA UCIVA MATEMATIKY V SEKUNDARNI SKOLE

Didaktickd analyza je hlubSi myslenkova ¢innost uditele, ktera mu umoZni z pedagogického

hlediska proniknout do ucebni latky — snaha vystihnout vychovnou a vzdélavaci hodnotu latky

kombinace analyzy zékladnich pojmtli a vztaht v u¢ivu + analyzy zakladnich Cinnosti + analyzy

mezipfedmétovych vazeb

Vychodiska

Pojmova analyza: vychdzi ze zndmych (osvojenych) pojmu a postupuje k pojmiim novym

= Dobra orientace v zakladnim uc¢ivu a na to navazuje ucivo prohlubujici a rozsifujici popf.
pomocné a doplitkové

Operacni analyza: analyza Cinnosti a operaci, které musi ucitel a zaci s u¢ivem provadét (ucivem

jsou nejen védomosti, ale i dovednosti)

= Zatazovani takovych tuloh, které rozviji dovednosti u zéka

Analyza z hlediska mezipfedmétovych vztahi: pohled na ucivo z vice stran (ndvaznost uciva)

=  Rozbor ¢asové 1 obsahové navaznosti u¢iva v ramci SVP

Metodicky postup

Ll A S

o ® N oW

je n€kolik postupii jak provadet didaktickou analyzu (zalezi na ¢asu, druhu pfedmétu,...)
znalost vyukového cile daného predmétu

pedagogicka diagnostika tridy

tvorba zakladni struktury uciva

struktura ¢innosti Zaki v hodiné

vybér vyukovych metod, forem a prostiredki

nalezeni vychovnych hodnot a mezipredmétovych vazeb v ucivu

ujasnit si téma

stanoveni vyukového cile

mit urcitou predstavu o konkrétni tridé

pripomenout pro sebe co ucivo tvori
poznatky (stavaji se veédomostmi); senzomotorické vykony (stavaji se dovednostmi);
myslenkové operace; postoje, potieby, zdjmy a charakterové vlastnosti

zakladni struktura udiva — stéZejni body

navozované ¢innosti Zaka — operacni analyza

vybér vyucovacich metod, forem a prostiedki véetné uc¢ebnich pomicek

promysleni motivacniho ramce vyucovaci hodiny a scénar hodiny

vychovné hodnoty



B1b. Délitel a nasobek, prvodcislo, Cislo slozené, ciferny soucet, Eratosthenovo sito,

znaky délitelnosti, rozklad na prvocinitele, nejmensi spole¢ny nasobek a nejvétsi

spole¢ny délitel.

Délitel
- je binarni operace mezi 2 ¢isly daného oboru, ktera je opacna k operaci nasobeni.
- je vlastnost celych cisel. Celé Cislo p je délitelné nenulovym celym cislem ¢ (Cislo ¢ déli p),
jestlize existuje takové celé Cislo k, pro které plati, ze p = kq.
Napt. ¢islo 27 je delitelné tiemi, nebot’ 27 = 9 * 3. Alternativné je p délitelné q, jestlize zbytek po déleni
p/qjenula.
o Cislo p se nazyva délenec,
o Cislo ¢ se nazyva délitel,
o Cislo k se nazyva podil &isla p pii d&leni ¢islem g,
e V oboru celych ¢isel maji Cisla p a — p tytéz délitele,
e Cislal, -1, p a—p se nazyvaji nevlastni (trivialni) délitelé ¢isel p a —p,
o Existuji — li jesté dalsi délitelé, nazyvaji se vlastni délitelé (netrividlni),
o Kazdé celé¢ ¢islo mimo nuly je dé¢litelem nuly, nula ale neni délitelem Zadného celého cisla
rizného od nuly,

e Pokud b je délitelné a, piSe se a | b (a d€li b)

Nasobek

- Cislo, které je ¢islem délitelné,

Nasobeni
- Jedna ze 4 zakladnich pocetnich operaci v aritmetice

- Nasobeni ptirozenych ¢isel je jejich opétovné sCitani

Sudé a liché cislo

Celé cislo délitelné dvéma se nazyva sudé. Pokud Cislo neni sudé, nazyva se liché.

Prvocislo
Cisla, ktera maji pravé dva délitele (islo 1 a sebe samo) a &isla, kterd maji vice, jak dva délitele se

nazyvaji sloZena ¢isla. Cislo 1 neni ani prvocislo ani slozené Cislo, protoZe ma jen jednoho délitele a to 1.

Prvocinitel
Prvocislo, které déli Cislo p, se nazyva prvoCinitel. Kazdé slozené Cislo lze napsat jako soucin

prvociniteld. Tento zapis (pokud nebereme v tivahu potadi prvocinitelll) je pro kazdé Cislo jedinecny.



Toto slovo vzniklo spojeni dvou matematickych pojmu a to prvocislo a Cinitel (¢len pocetni operace napf.

4 *5=20, kdy 4,5 jsou ¢initel¢ a 20 je soucin).

Ciferny soucet
Cifernym souctem daného c¢isla v dané Ciselné soustavé rozumime soucet vSech cifer (¢islic) v jeho zapisu

v této ¢iselné soustave.

Eratosthenovo sito

Je jednoduchy algoritmus pro nalezeni vSech prvocisel mensich nez zadana horni mez. Je pojmenovan po
feckém matematikovi Eratosthenovi z Kyrény, ktery zil v letech 276 — 194 pf. n. 1.

Algoritmus funguje ,,prosivanim‘ seznamu c¢isel — na pocatku seznam obsahuje vSechna c¢isla v daném
rozsahu (2, 3, 4, ..., zadané maximum). Poté se opakované prvni Cislo ze seznamu vyjme, toto ¢islo je
prvocislem; ze seznamu se pak odstrani vSechny nasobky tohoto Cisla (coz jsou ¢isla slozend). Tak se
pokracuje do doby, nez je ze seznamu odstranéno posledni Cislo (nebo ve chvili, kdy je jako prvocislo
oznaceno ¢islo vys§i nez odmocnina nejvyssiho Cisla — v takové chvili uz vSechna zbyvajici ¢isla jsou

nutné prvoéisly). Casova slozitost tohoto algoritmu je O(N*log(log N)), kde N je horni mez rozsahu.

Pro nalezeni prvocisel mezi prvnimi 20 Cisly:
Krok 1: Seznam obsahuje vSechna ¢isla v rozsahu 2—-20:

Seznam:234567891011121314151617 1819 20

Krok 2: Odebereme prvni ¢islo ze seznamu (2) a ozna¢ime ho jako prvocislo:

Znéama prvocisla: 2

Seznam:34567891011121314151617 1819 20

Krok 3: Odebereme ze seznamu vSechny nasobky praveé odebraného prvocisla (4, 6, 8, 10, ...):
Znama prvocisla: 2

Seznam: 357911131517 19

Krok 4: Pokracujeme opét krokem 2, dokud zbyvaji né€jaka ¢isla (prvni ¢islo v seznamu a také prvocislo
je tentokrat 3):

Znéma prvocisla: 2 3

Seznam: 57111317 19

Po dal$im opakovani:



Znama prvocisla: 2 3 5

Seznam: 711131719

5 je vy$si nez V19, takze zbyvaji uz jen prvoéisla. (Kdyby jesté existovalo v seznamu &islo X, které je
sou¢inem dvou celych &isel 4-B, musel by napf. ¢initel 4 byt mensi neZ (nebo roven) VX a druhy &initel B
pak v&tsi neZ (nebo roven) VX. Viechny nasobky celych &isel mensich nez V20 jsou jiz ale ze seznamu

odebrany, véetn¢ X. Tim padem se jiz v seznamu nenachdzi zadné ¢islo, které 1ze rozlozit na soucin.)
Vysledny seznam prvocisel v rozsahu 2-20: 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19.

Znaky délitelnosti
- Cislo je délitelné dvéma, kdyZ je na konci sudé &islo.
- Cislo je délitelné tiremi, pravé kdyz je délitelny soucet tfemi soudet &isel zapsanych jeho
jednotlivymi ciframi, tzv. ciferny soucet.
- Cislo je délitelné &ty¥mi, pravé kdyz je étyimi délitelné jeho posledni dvojéisli.
- Cislo je délitelné péti, pravé kdyz ma na misté jednotek &islici nula nebo pét.
- Cislo je délitelné Sesti, pravé kdyz je zaroveti délitelné dvéma a tiemi.
- Cislo je délitelné osmi, je-li jeho posledni trojéisli délitelné osmi.
- Cislo je délitelné deviti, je-li jeho ciferny soucet délitelny deviti.

- Cislo je délitelné desiti, ma-li na mist& jednotek ¢islici nulu.

Rozklad na prvodinitele - vyjadieni celého ¢isla ve tvaru soucinu kde pi, ..., p» jsou navzijem rtizna
prvocisla (prvocinitelé) a ay,..., an jsou pfirozend ¢isla. Kazdé celé Cislo, s vyjimkou cisel 0, 1, -1, je
mozné v takovém tvaru vyjadrfit jednoznacné az na poradi Ciniteli.

Napt. 60 =22 *31 %5

Nejmensi spole¢ny nasobek — NSN dvou nebo vice ¢isel je nejmensi €islo, které je témito Cisly délitelné.
Nejmensi spole¢ny nasobek dvou cCisel I1ze nalézt tak, ze kazdé z ¢isel je rozloZzeno na soucin prvocisel
(tzv. prvociselny rozklad) a vysledny NSN je soucinem cisel, ktera se vyskytuji v rozkladu prvniho nebo
druhého cisla a u kazdého z nich pouziji maximalni mocninu, ve které se vyskytuje.

Nejvétsi spolecny délitel — NSD dvou nebo vice Cisel je nejvétsi Cislo, kterym jsou vSechna cisla
délitelnd. Nejvétsi spolecny délitel dvou cCisel Ize nalézt tak, ze kazdé z Cisel je rozlozeno na soucin
prvocisel a vynasobime takova prvocisla, kterd se vyskytuji ve vSech rozkladech a vybereme to Cislo,

které ma nejmensi mocninu.

Soucin nejvétsiho spoleéného délitele a nejmensiho spolecného nasobku dvou cisel se rovna soucinu
téchto dvou cisel.

NSD (a,b) * NSN (a, b)=a * b
10



Dv¢ ¢isla se nazyvaji soudélna, kdyz maji spolecného délitele vétSiho nez 1. Pokud takového délitele

nemaji, pak se nazyvaji nesoudélna.

Délitelnost Cisly 7, 11 a 13 se na zakladnich Skolach kviili své obtiznosti neuci. Ale pro talentované zaky
a pro zaky se zajmem o matematiku je mizeme v hodinach matematiky ¢i matematickych krouzcich
uvest.

Tyto délitelnosti jsou spojeny s pojmem kongruence.
Cisla a a b jsou kongruentni podle modulu m, jestlize rozdil (a — b) je délitelny &islem .
Kazdé viceciferné ¢islo miizeme zapsat ve tvaru mnohoclenu sefazeného podle mocnin 10 (napt. 123456
=1*10°+ 2 * 1043 * 10°+4 * 10*+5 * 10'+6 * 10° ). Proto se vys3etiuje kongruence jednotlivych

mocnin ¢isla 10 podle daného modulu.

Pro délitelnost 7, tato kongruence ¢isla 10 podle modulu 7, vypada takto:

10° =1 (mod 7), nebot’ 1-1 = 0 (0 je délitelna 7)

10" = 3 (mod 7), nebot’ 10-3 = 7 (7 je délitelné 7)

10? =2 (mod 7), nebot’ 100-2 = 98 (98 je délitelné 7)

10° = 6 (mod 7), nebot’ 1000-6 = 994 (994 je délitelna 7)

10* = 4 (mod 7), nebot’ 10 000-4 = 9996 (9996 je délitelna 7)

10° = 5 (mod 7), nebot’ 100 000-5 = 99 995 (99 995 je délitelna 7)

Kdybychom vysetiovali dal$i mocniny cisla 10, zjistili bychom, Ze posloupnost ¢isel 1,3,2,6,4,5 se

opakuje.

Tuto kongruenci miizeme podobné provést také pro ¢islo 10 podle modulu 11 ¢i podle modulu 13.

Vzdy nam vyjdou charakteristické posloupnosti pro tyto délitele, podle kterych byly stanoveny
nasledujici pravidla pro délitelnosti 7,11 a 13.

Délitelnost 7:

Cislo je délitelné sedmi, je — li sedmi délitelny soudet vypoéteny tak, Ze se prvni az n-ta &islice od zadu
vynasobi postupné Cisly (periodicky se opakujicimi): 1, 3, 2, 6, 4, 5.

Naptiklad ¢islo 1358 je délitelné sedmi, nebot> 8 * 1 +5 * 3 +3 * 2 + 1* 6 =35, coz je délitelné sedmi.

Zda je ¢islo délitelné sedmi Ize vypocitat i jinymi metodami.

11



Napriklad timto postupem: Ze zadaného cCisla odstranime posledni ¢islici, vyndsobime ji dvéma a tento
nasobek odecteme od zbylé¢ho Cisla. V piripadé, ze je vysledkem zaporné Cislo a je dvojmistné, pak
odstranime znaménko minus. Tyto kroky opakujeme dokud neskon¢ime u jednociferného ¢isla. Pokud je
toto Cislo délitelné sedmi, tak je ptivodni ¢islo také délitelné sedmi.

Napriklad u ¢isla 1358 zjistime d¢litelnost sedmi takto:

135+(8*2)=119

11-09*2)=-7

Délitelnost sedmi lze také vypocitat tak, ze zadané ¢islo rozdélime do skupin po dvou a postupné
nasobime mocninami &isla 2.Naptiklad u ¢isla 1358 to bude vypadat takto:13 * 2!+ 58 * 20 =26 + 58 =

84, coz je delitelné sedmi.

Délitelnost 11

Cislo je délitelné jedenécti, je — li rozdil souétu &islic na sudém a lichém misté délitelny jedenacti.

Neboli, je — li soucet vypocteny tak, Ze se prvni az n-ta ¢islice od zadu vynasobi postupné Cisly
(periodicky se opakujicimi): -1, 1.

Naptiklad ¢islo 71 973 je délitelné jedenacti, nebot: 3 * (-1)+ 7 * 1+ 9 * (-1)+ 1 * 1 + 7 * (-1) = -11,
coz je délitené jedendcti.

Délitelnost 13

Cislo je délitelné t¥inacti, je — li t¥inacti délitelny soucet vypodteny tak, Ze se prvni az n-ta &islice od zadu
vynasobi postupné Cisly (periodicky se opakujicimi): 1, -3, -4, -1, 3, 4.

Naptiklad ¢islo 12 831 je délitelné tiinacti, nebot’ 1 * 1 +3* (-3) + 8 * (-4) +2 * (-1) + 1 * 3 =-39, coZ je

délitelné tfinacti.
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B2a. Modernizace matematického vzdélavani, zakladni trendy vvvoje, zahrani¢ni

naméty a zkuSenosti, transmisivni a konstruktivistické pristupy k matematickému

vzdélavani. Didakticka transformace matematickvch pojmu na zakladni Skole

MODERNIZACE MATEMATICKEHO VZDELAVANI
Zacatek 20. stoleti — prvni pokusy o pfekonani rozporu mezi poznatky matematiky jako védy a Skolské
matematiky
Tendence

e [Erlangensky program — pfedstavuje vyznamny meznik v geometrii, v roce 1872 Felix Klein
vyslovil definici geometrie = zkoumani invariantii vici transformacni grupé — jeho cilem je
zformulovat obecny princip, ktery by jednotlivé geometrie jasné a jednoznacné vymezil a logicky
usporadal
= Metricka geometrie — zkouma invarianty viuci grup€ shodnych zobrazeni
= Afinni geometrie — zkouma invarianty viuci grup¢ afinnich zobrazeni (d¢lici pomér)
= Projektivni geometrie — zkoumd invarianty vaci grupé kolineaci (dvojpomér) —» zni se

vylouply alternativni geometrie (hyperbolickd, eliptickd, parabolickd = euklidovska
geometrie)
¢ EUKLIDOVSKA GEOMETRIE - zkoumaji invarianty viéi grupd kolineaci
reprodukujici izotopické ptimky ( jsou komplexné sdruzené)

e Nicolas Bourbaki — vznikl jako studentska recese v roce 1935 (skupina prevazné francouzskych
matematikill), ktera psala sérii knih, v nichz pfedstavovala vyklad moderni vy$§i matematiky.
Zamérem téchto matematikll bylo vybudovat celou matematiku na zakladé teorie mnozin — tim
m¢éla byt matematika plné axiomatizovana a postavena na pevny zaklad.
= Vydali devét titull — teorie mnozin, algebra, topologie, funkce jedné realné¢ proménné,

topologické vektorové prostory, integrace, komutativni algebra, lieovy grupy a algebry,

spektralni teorie

ZAKLADNI TRENDY VYVOIJE

- Matematika pro vSechny
60. - 70. léta: pozornost byla vénovana struktufe poznatkd z pohledu matematiky. Vychazelo z duvéry, ze
dobie usporadany obsah umozni zakiim rychlé a spravné porozuméni
70. - 80. léta: podstatnou slozku ptfedstavoval vyzkum vlivi a vysledki novych osnov a pfistupii na
vyucovani, toto v§echno vedlo k ptfiklonu k hlavnimu vyzkumu — zdjem o uceni zakt

80. léta: ulitelova profese je vnimana jako celek, dilezitou podminkou je kontext ve kterém se zak uci



90. léta: ptibyla problematika zdkovskych predstav o matematice a faktory, které ji ovliviiuji. Jednou

z hlavnich otazek je zkoumdni matematické tiidy se zfetelem ke komunikaci, ktera v ni probiha a jeji

sociologii.

ZAHRANICNI NAMETY A ZKUSENOSTI

Hans Freudenthal - ukizat matematiku s lidskou tvafim aby ji déti méli radi tzv.matematické
realistické vyucovani

Anna Zofie Krygowska — teorie ¢innostniho vyucovani (aby ve vyu€ovani pracovali)

Guy Brousseau — nejrozpracovanéjsi koncepce matematiky, propagator teorie didaktickych

situaci v matematice (rozdil mezi tim, kdy se ve vyucovani tvoii a kdy se produkuje)

TRANSMISIVNI A KONSTRUKTIVISTICKE PRISTUPY

TRANSMISIVNI PRISTUP (staré paradigma)

Vyuka = prenos hotovych poznatktl od téch, ktefi védi (z ucitelovy mysli ¢i z jinych zdroji véetné
elektronickych) k tém, ktefi védi méné, a ne tak dokonale

Uceni - pasivni pfijimani informaci

Struktura (tradicni) hodiny: opakovani a (vnéjsi) motivace,nové ucivo ,procvi¢ovani,
vyhodnoceni

Orientace na fakta a vysledky

Ptispivé k rozvoji paméti

Pasivita zadka — dlraz na ptejimani a predavani

Ucitel je garantem pravdy

Prevladajici typ usporadani vyuky = frontalni vyucovani (pokud se objevuje skupinova prace, tak
pouze jako zpestteni hodiny)

Kompetitivni struktura: piekonej ostatni zaky, prekonej své kolegy

Neosobni vztahy mezi aktéry u¢ebniho procesu

Skola roztfid'ovaci instituce

KONSTRUKTIVISTICKY PRISTUP (nové paradigma)

Vyuka = konstruovani poznatkil na zaklad¢ porovnavani novych informaci ziskanych z riznych
zdrojli s pivodnimi pfedstavami (prekoncepty) zaka

Uceni - aktivni zmocnovani se informaci

Struktura hodiny (EUR): evokace (aktivace dosavadnich znalosti) uvédoméni (nebo budovani)
vyznamu procvic¢ovani a aplikace novych poznatki reflexe

Orientace na porozuméni ucivu a jeho ,,uchopeni‘

Ptispiva k rozvoji mysleni a tvotivosti



e Aktivita zakl — dialog mezi tim, jak je svét chdpan zdkem a jak je mu zprostiedkovavan

e Ucitel je garantem metody (rezisérem vyuky)

e Pievladajici typ usporadani vyuky = skupinové vyucovani (vyznam interakci mezi zaky
navzajem) a individudlni prace

e Kooperativni struktura: ditvéra vrstevnickym vztahiim v procesech uceni

e Ucebni komunita (u¢ebni spolecenstvi)

e Cilem skoly je rozvoj kompetenci a talentu vSech zakt

DIDAKTICKE TRANSFORMACE MATEMATICKYCH POJMU NA ZAKLADNI SKOLE

Od roku 1976 bylo rozhodnuto postupné od 1. ro¢niku zavést na zakladnich Skolach nové pojeti
matematického vyucovani, obvykle oznacované jako mnozinové pojeti (cilem vyuky je naucit zaky uzivat
ziskané védomosti a dovednosti pii feSeni uloh zpraxe v nejriznéjSich oborech lidské c¢innosti —
matematické poznatky zdkd byly budovéany na zdkladé mnoZzinovych piedstav a jazyk Skolské
matematiky byl zaloZzen na mnoZzinové terminologii napf. mnozina, podmnozina, prazdnd mnozina,

sjednoceni a prinik mnozin).

Zakladem elementarniho kurzu aritmetiky se stala teorie pfirozenych cisel jako cisel kardindlnich,
opirajici se o statické, ¢asto malo ptehledné mnozinové diagramy jako prakticky jediné formy grafickych

znazornéni.

Systematicka vyuka geometrie zacinala ve 2. ro¢niku (nejprve pojmy usecka, polopiimka, ptimka,
pozdé¢ji rovinné a prostorové utvary prezentované jako mnoziny bodti pomoci charakteristické vlastnosti).
Obtize spojené s vysokou abstrakci probiranych pojmii nebylo v takto pojatém vyufovani mozno

pteklenout.

Mnozinové pojeti matematického vyucovani je spojeno s uzivanim nového typu ucebnich materialti —

pracovnich sesitii.
Autofi charakterizuji novy soubor didaktickych materiald pro 1. stupen ZS nasledujici tezemi:

e Vyucovani ma vychazet z fyzickych ¢innosti s predméty skutecnosti a jejich soubory tak, jak dité
ziskdva pocateni predstavy a piedstavy o prostoru spontdnné uz v predSkolnim véku a
v praktickém zivoté i mimo skolu

e Piirozeny d¢tsky projev se jen poznenahlu prevadi na presnéjSi jazyk elementarniho
matematického vyucovani

e Jadrem vyucovani je systém uloh z praktického zivota ditéte

e Vyuzivd se ruznych, v pedagogické praxi osvédcenych prostiedki znazornéni (pocitadla,
krychlové stavebnice...)

e Prace se cilevédomé orientuje na piipravu zakil na racionalni vyuzivani vypocetni techniky

3
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B2b. Porovnavani ¢isel, pomér jednoduchy a postupny, rozsirit a kratit pomeér,

zakladni tvar poméru, uméra a jeji vvpocet. Kartézska soustava souradnic,

r r W

znazornéni bodu a primky v roviné. PFima a neprima umérnost. Graf primé a

r W

neprimé umérnosti, trojclenka a jeji uziti.

7 wr

Porovnavani cisel
Na ¢iselné ose je bod, ktery je obrazem mensiho ¢isla, vlevo od bodu, ktery je obrazem ¢isla vétsiho.
Obraz vétsiho Cisla je vpravo od obrazu mensiho ¢isla.
Mame tfi druhy znamének, které nam symbolizuji vztah mezi ¢isly. Mensi, vétsi, rovna se.
1) Ze dvou Cisel je veétsi to, které je viceciferné.
2) Pii stejném poctu Cislic porovnavame postupné z leva v obou ¢islech udavajici pocet desetitisict,
tisict, stovek, desitek a jednotek.
Jak porovnavame zlomky? Pfevedeme na stejného jmenovatele, nebo kiizové pravidlo.

Jak porovnavame desetinné ¢isla? Porovnavame jednotlivé cifry.

Pomér

Pojem pomér nas provazi celym Zivotem a setkavame se s nim prakticky kazdodenné. Vzpomen par
ukézek z bézného zivota — fedéni sirupu, postiiki, Cisticich prostiedkd, oleje apod., ddle mapa

Pomér je tedy zplsob porovnavani dvou tidaji. Jak miZeme tdaje porovnavat?

1. Pomoci rozdili idaji na zaklad¢ otazky ,,0 kolik vice™ nebo ,,0 kolik méné* ...a — b. Pt. Ve tfid¢
je 24 divek a 12 chlapct. O kolik vice je ve tfidé divek? O kolik méné je chlapcti? Oba tkoly
feSime rozdilem 24 — 12.

2. Pomoci podilu udajii na zakladé otazky ,,kolikrat vice* nebo ,,kolikrdt méné* ... a : b Pt. Ve tfid¢
je 24 divek a 12 chlapct. Kolikrat vice je ve tfidé divek nez chlapct? Kolikrat méné je ve tridé
chlapcii nez divek? Oba ukoly feSime podilem: 24 :12.

Kdyz zistaneme u tohoto piikladu, miZzeme si vysvétlit definici poméru. Rekneme, Ze ve tiidé je dvakrat
vice divek nez chlapcii. Tedy Ze poéty divek a chlapcti jsou v poméru 24 : 12. Cteme dvacet étyti ku
dvanicti.

Tedy: podilu a : b, kde a < 0, b <0, ¥ikime pomér a ¢teme a ku b. Cisla a,b nazyvame ¢leny poméru, kdy

a — prvni ¢len poméru, b — druhy ¢len poméru.

Pomér (podil) miizeme zapsat ve tvaru zlomku a ze znalosti zlomkii z toho pro nas plyne, ze poméry
muzeme stejné tak jako zlomky kratit a rozSifovat. Kraceni poméru znamena déleni prvniho 1 druhého
Clenu poméru stejnym Cislem riznym od nuly a jedné. Pokud je pomér po zkraceni vyjadien

nesoudélnymi pfirozenymi Cisly, fikdme, Ze je pomér v zdkladnim tvaru.



Abychom vyjadrtili pomér v zakladnim tvaru, tzn. pomoci nesoud€lnych ptirozenych cisel, potiebujeme
Casto pomeér rozSifit a to v piipad€, je-li pomér zadan napiiklad desetinnymi ¢isly nebo zlomky.
Rozsifovani poméru znamend ndsobené prvniho i druhého ¢lenu stejnym ¢islem rtiznym od nuly a jedné.
Priklad: Zapi§ pomér zakladnim tvaru.
1,5:3,5=>»15:35 /5

3:7

4 6 y y Y . v . .

32V obou ¢lenech poméru se potifebujeme zbavit zlomku, potfebujeme se zbavit jmenovateld, tzn.
Vynasobit oba ¢leny poméru nejmensim spole¢nym jmenovatelem (v nasem ptipadé 12). Po rozsifeni je
sice pomér vyjadien piirozenymi Cisly, ale zatim jeSté ne nesoudélnymi. Budeme jej tedy muset jesté

kratit, v nasem ptipadé Cislem 2.

(4 12) (6 12) 16:18 =8:9
3 4

Dvé cisla (veli¢iny) miizeme porovnavat pomérem jen tehdy, jsou-li uvedeny ve stejnych jednotkach.

Pomér 5 : 7 prevraceny pomér 7 : 5

Je-1i pomér mensi nez jedna, pak pfevraceny pomér je vétsi nez jedna.

Priklad: Mame — li dva nebo vice pomért jednoduchych, mizeme z nich vzdy vytvofit pomér postupny.
Jsou dany jednoduché poméry 2 : 7 a 3 : 8. Vytvoite z nich jeden pomé&r postupny.

Reseni:

Jednoduché poméry musime nejprve upravit rozSifenim nebo kracenim tak, aby jeden z ¢lentt mély
spolecny.

Tedy napt. 2 : 7/ *4

8:28

Nyni mame v obou pomérech ¢len 8 a toho vyuZijeme:

8:28

3:8

Zavér: Hledany postupny pomér muze byt 3:8:28

Postupny pomér:

Tti a vice Cisel porovnavame postupnym pomérem. Naptiklad pro tfi ¢isla a, b, ¢ je postupny pomér
a:b:c,ten miZzeme nahradit tfemi jednoduchymi pomérya:b,a:c,b:c

Mame-li ptevést dva jednoduché poméry na postupny

a:b,b:cnaa:b:cmusibytbvoboupomérech stejné ¢islo ( stejny pocet dili).



Priklad

Iveta pracovala jako barmanka v podniku "Sk8 is Gr8". Jednoho vecera piiSel za ni na bar mirné
podnapily chlapek a chtél si dat specialni michany napoj. Rekl barmance instrukce:

"Holka, chci to do ptl litru. Chci tam bananovy dzus, kofolu a kafe. To vSe v poméru 5:2:3." Barmanka
Iveta se podivila, ale nas zdkaznik nas pan. Dala se do vyroby. Nejprve secetla vSechny poméry: 5+ 2 + 3
= 10. Do pullitru se vleze 500 ml tekutiny. Musela tudiz zjistit, kolik mililitri odpovida jednomu dilku
pomeéru. To zjistila jednoduse: 500/10 = 50.

Jednomu dilku odpovida 50 mililitri. TakZe do sklenice nalila 5 * 50 = 250 ml bananového dZzusu, 2 * 50

=100 ml kofoly a 3 * 50 = 150 ml kafe. Kdyz se chlapek objevil podruhé, zadal klicky od WC.

Z kazdého postupného poméru mizeme vytvoftit jeden nebo vice poméru jednoduchych. Je dan postupny
pomeér 2 : 5 : 7. Vytvoite z néj alespont dva poméry jednoduché. Vybereme kterékoliv dva ¢leny poméru -

tedy napt.2:5a2:7

Uméra

Je zapis dvou sob¢ rovnych poméri.a:b=c:d

Plati: soucin vngjsich ¢lenti uméry je roven soucinu vnitinich ¢lenti uméry: a . d = b . ¢ (pocatek nauky o
imérach byl poloZzen v Babylong, babylonské poznatky pievzali a dale rozvedli Rekové. Pythagorejska
matematickd Skola rozezndvala iméry aritmetické (vztahy tvaru a - b = ¢ - d), uméry geometrické (a: b =
¢ : d) a uméry harmonické.

Nauku o umérach podava Euklides v paté knize "Zakladu". Ve stiedovéku tvotila nauka o umérach jednu
z nejdulezitéjsich kapitol matematiky. Symboliku a : b = ¢ : d zavedl v r. 1693 Gottfried Wilhelm Leibniz
(1646 - 1716)).

Kartézska soustava souradnic:

Kartézska soustava soutadnic je takova soustava soutadnic, u které jsou soufadné osy vzajemné kolmé a
protinaji se v jednom bod¢ - pocatku soustavy soufadnic. Jednotka se obvykle voli na vSech osach stejné
velka. Jednotlivé soufadnice polohy télesa je mozno dostat jako kolmé praméty polohy k jednotlivym
osam. Soustava je pojmenovana podle francouzského filosofa Descarta, ktery se zaslouzil (kromée jiného)
o propojeni algebry a eukleidovské geometrie.

V prostoru ma kartézska soustava soutadnic 3 vzajemné kolmé osy (béZné oznacované X, y, z), v roviné
2 kolmé osy (X, y). Kartézsky soufadny systém je standardni soufadny systém, kde je poloha bodu ur¢ena

jeho vzdalenostiodos X a Y.



Prima amérnost:

O dvou veli¢inach prohlasime, Ze jsou pfimo umérné, jestlize bude platit, ze kdyz jednu veli¢inu
zvétSime (zmenSime) x krat, tak druhou veli¢inu zvétSime (zmenSime) také x krat. Ve vztahu ptimé
umérnosti jsou napiiklad veli¢iny:

- mnozstvi jablek a jejich celkova cena (pfi stejné cené za 1 kg);

- rychlosti a ujeté drahy (pfi stejné dob¢);

- ¢asu a ujeté drahy (pfi stejné rychlosti);

- poloméru kruznice a délky kruznice;

Pfima umérnost mize byt zadana v podobé: rovnice, tabulkou, grafem.

V 7. ro€niku se ptfiméa tmérnost zavadi jako zdvislost mezi hodnotami proménnych x a y, oznac¢ime-li v
uvedeném piikladu pocet jogurt x a cenu y. Pak plati: kolikrat se zvétsi (zmensi) hodnota x, tolikrat se
zvétsi (zmenSi) hodnota y. Nepouzivame vyjadieni "¢im - tim". Je-li zévislost mezi hodnotami
proménnych x a y je vyjadfena pomérem, miizeme fici, Ze v jakém pomeéru se zméni hodnota proménné

x, v takovém poméru se zmeéni hodnota proménné y. Pracuje se zde pouze s hodnotami proménné x> 0.

Grafem pifimé umérnosti je obecné piimka prochdzejici pocatkem soustavy soufadnic (pokud je

definicnim oborem mnozina realnych ¢isel).Avsak vzhledem k definicnimu oboru pracujeme v 7. ro¢niku
pouze s podmnozinami ptimky, tj. bud' s polopfimkou nebo s useckou, pokud je vsak defini¢énim oborem

mnozina ptirozenych ¢isel, pak grafem zavislosti je mnozina izolovanych bodi lezicich na pfimce (event.

na polopfimce). Pfimd umérnost jako zvlastni pfipad linearni funkce se probird v 9. ro¢niku v tématu

funkece.

Obecna rovnice primé amérnosti

y =k * x, kde x a y jsou hodnoty pfislusnych pifimo umérnych veli€in, k je koeficient ptimé imérnosti.

Priklad: Kilogram tfesni stoji 20 K¢. Vyjadiete zavislost mezi cenou a hmotnosti:
a) tabulkou
b) rovnici;
c) grafem;

Reseni:
a) tabulkou

Mnozstvi v 1 2 3 4 5 6 7
kg
Cena v K¢ 20 40 60 80 100 120 140




b) rovnici
y=20%*x
kde y je cena tfes$ni v korunach
X je mnozstvi tfesni v kilogramech

c) grafem:

grafem je polopiimka s pocatkem v [0,0]

Nepiima umérnost
O dvou veli¢inach prohlasime, Ze jsou nepfimou umérné, jestlize bude platit, ze kdyZ jednu veli¢inu
zvét§ime (zmensSime) x krat, tak druhou veli¢inu zmensSime (zvétSime) také x krat. Ve vztahu nepiimé
umeéry jsou napiiklad veli¢iny:

- ¢as a rychlost vozidla pottebné k ujeti dané vzdalenosti;

- délka a Sitka obdélnika pfti stejném obsahu;

- ¢as a pocet stejn¢ vykonnych pracovnikti k udélani konkrétni prace;

Nepiima tmérnost mize byt zaddna v podob¢: rovnice, tabulkou, grafem.

ror ¥

. . vr . k . YT Moo v r sy oy
Obecna rovnice neprimé amérnosti y = ot kde x a y jsou hodnoty pfislusnych ptimo tmérnych velicin,
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k je koeficient nepFimé imérnosti.

Grafem nepiimé imérnosti je rovnoosa hyperbola. Vzhledem k definiénimu oboru se v 7. Ro¢niku rysuje
pouze v 1. kvadrantu soufadné soustavy. Podobné jako u pfimé umérnosti, pokud je definiénim oborem
mnozina pfirozenych ¢isel, je grafem mnozina izolovanych bodi, které¢ lezi na hyperbole. Nepiima

umeérnost jako funkce se probird v 9. Ro¢niku.



Priklad: Vzdalenost mezi dvéma body je 120 km. V jakym Case pfekoname tuto vzdalenost dopravnim
prostiedkem, ktery mlize ménit svoji primérnou rychlost v rozmezi 10 km/hod — 120 km/hod? Tuto
zavislost vyjadrete:

a) tabulkou
b) rovnici;
c) grafem;

ReSeni:
a) tabulkou:

Rychlost 10 20 30 40 50 60 80 100

Cas 120 60 40 30 24 20 15 12

b) rovnici:
120
t=——

v

c) grafem:

Grafem je ¢ast hyperboly



Trojélenka:

Jedna se o postup, ktery mé obrovskeé praktické vyuziti, proto ho musi kazdy bezpecné ovladat. Pokud
feSime piiklad pomoci trojélenky, vzdy

* nejprve sestavime zapis, a to tak, Ze stejné veli¢iny musi byt pod sebou a neznamou doporucuji vzdy
ponechat ve druhém fadku. V dal$im kroku

* rozhodneme, zda jsou veli¢iny ve vztahu pifimé nebo nepiimé timérnosti. Zobrazime si pomocné Sipky.
Bez jakéhokoliv dlouhého uvazovéani tam, kde mame nezndmou (ve druhém ftadku), udélame Sip~
smérem nahoru.

* Jedna-li se o umérnost pfimou, pak na druhé stran¢ bude Sipka stejnym smérem (tedy téZ nahoru) a
jedna-li se o umérnost nepiimou, bude na druhé strané Sipka opacnym smérem (tedy dolu).

* Na zakladé Sipek sestavime vypocet, po jehoz vytfeseni obdrzime vysledek.

Definice: Trojclenka neboli troj¢lenny pocet, oznacuje postup pii feSeni loh piimé a nepifimé umérnosti,
kdy zname tfi idaje a vypocitdvame Ctvrty udaj.

Ptiklad: V obchodé stoji 10 kg jablek 120 K¢&. Kolik stoji 7,5 kg jablek?

Reseni:

- dosavadni znalost pies jednotku (1 kg)

10K ..., 120 K&
1KEeoeeeee.. 120: 10 = 12 K&
75K, 12 *7,5 = 90 K&

10kg ......... 120 K¢
T7,5 kg......... x K¢ f (ptimé umérnost — Sipky maji souhlasnou orientaci)
x =90 K¢

V obchodé stoji 7,5 kg jablek 90 K¢.

SloZena trojclenka

5 d&Inikdt ... 5ANi oo 20 000 K&
8 délnikl............... AN, x K¢&
X _ 8 8
20000 5 5
X 64
20000 25

25x =64 * 2000

10



x=51 200 K¢
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B3a. Problematika motivace a kreativity v matematickém vyvucovani na

jednotlivvch stupnich a typech Skol. Zdroje, formy a nastroje motivace. Rozvijeni

mysleni ve vyuovani matematice.

Didakticka hra jako prostiedek motivace

didaktickd hra byvd povaZovana za jeden znejucinnéjSich motivacnich zdroji, za prostfedek
aktivizace zakl ve vyu€ovani a formovani pozitivniho vztahu zaki k matematice

ma specificky didakticky vyznam zvlasté¢ v prvnich letech Skolni dochézky, v obdobi postupného
navykéni na Skolni praci (mtize byt v tomto obdobi dominujici ¢innosti)

ani v pozdégjsich letech vSak neztraci sviij pedagogicky smysl

zpocatku jsou hry zalozeny na aktivni manipulaci s piedméty, doprovazené hlasitym pocitanim
(spojuji se tak predmétné piedstavy pocCtu a operace s vlastnimi pohybovymi, hmatovymi,
sluchovymi a citovymi prozitky)

rizné druhy a typy her umoziuji zadkovi rozeznavat a formulovat problémy a tlohy, porovnavat véci
a jevy, urCovat rozdily, ucit se rozumét vztahim a zavislostem, odhadovat a urovat vysledek a
kontrolou vysledku se pfesvédCovat o spravnosti svého odhadu

didaktické hry mohou byt zatazeny do rliznych ¢asti vyu€ovaci hodiny matematiky, vyzaduji vSak
patfi¢nou pfipravu ucitele i zdkd a vhodnou organizaci

promyslené a cilevédomé zakomponovani didaktickych her do vyucovani mize zaky nejen vhodné
motivovat, ale také vytvaret prostor pro uplatnéni kognitivniho parametru hry, formulaci otazek,
generovani novych situaci a tloh, ¢asto se zna¢nou mirou divergence

didaktické hry mizeme tfidit podle riznych kritérii na:

e poznavaci a proverujici (podle didaktického cile)

e pohybové a tiché (podle druhu reakce zaki)

e frontalni, individualni, skupinove (podle ucasti zaki)

e narychlost” a,na kvalitu* (podle tempa)

o fratkodobé (Cast jedné vyucovaci hodiny), dlouhodobe, priibézné

e soutezivé (velmi oblibené)

pti smysluplném vyzivani didaktickych her je tfeba promyslet fadu otazek:

e stanovit didakticky cil hry — matematické poznatky, které¢ se v prubéhu hry budou
uplatiiovat nebo aplikovat, utvaret nebo upeviovat, resp. matematické schopnosti ¢i
vlastnosti osobnosti zaka, které hra rozviji

e zajistit potifebné materialy a pomiicky (archy papiru, karty, kostky, magneticka

tabule,...), vSe piipraveno s dostatecnym piedstihem a v potfebném poctu



e sezndmit zaky s pravidly hry — pfesné stanovend, objektivni a disledné¢ dodrzovana
pravidla, za jejichz poruSeni se stanovi sankce (trestné body, tkoly navic, vyfazeni ze
hry, apod.)

e vymezit optimalni dobu provadéni hry — musi byt pfiméfend, aby hra nenarusila
strukturu vyucovaci hodiny a ptispéla ke splnéni jejiho cile

e zvolit vhodnou organizaci ¢innosti Zaki, rozhodnout zda bude hra probihat formou
soutéze — jednotlivei, skupin, fad, celé tfidy nebo za vzajemné kooperace dvojic nebo
¢lent skupiny

e provést zavér hry, jehoz soucésti by mélo byt vyhodnoceni vysledki, vyhlaseni a vhodné
ocenéni ucastniki, piipadné vitézl soutéze

pfi didaktickych hrach se uplatni fada uéebnich pomiicek — pracovnich listd, doplitkovych
didaktickych materialti (sbirek her a zdbavnych tloh nebo pracovnich sesitl), ale také, podle
konkrétnich moznosti tfidy a Skoly, prostiedky vypocetni techniky, kalkuldtory ¢i pocitacové

programy

Matematické soutéze

ucitelé obvykle znaji a vyuzivaji soutézi v odliSnych vyznamech s riiznymi didaktickymi cili, zdméry
a pristupy:
a) ,uvniti* vyucovaci hodiny:

e pétiminutovky®, ,pocetni rozcvicky”“ — slouzi k procvi¢eni a fixaci zdkladnich
poctatskych dovednosti, ¢asto jsou realizované soutéZivou formou jednorazové
didaktické hry v jedné vyucovaci hodiné

e hry mohou mit také charakter etapové soutéZe, sestavajici z n€kolika kol v n¢kolika
hodinach (napft. tydenni etapova soutéz — ukoly pro zaky jsou diferencované narocné)

e takto koncipované soutézeni jednotlivcu ¢i skupin je organickou soucasti vyucovaciho
procesu (muize vést ke kratkodobému nebo stfednédobému skolnimu projektu),
metodou fizeni ucebni ¢innosti zaka a prostredkem uceni zaka.

b) ,,vné*“ vyucovaciho procesu:

o celostatni soutéze vyhlasované MSMT, fzv. soutéze kategorie A, jsou Matematicka

olympiada, Pythagoriada a Matematicky klokan
soutéZze bez piimé interakce mezi organizatorem a ucastnikem — Matematické korespondencni

seminare, které nesou v fad¢ regionli rizné nazvy (Pikomat, Koumes, Kovboj aj.)



Matematicky klokan

poprvé zorganizovala vroce 1991 skupina francouzskych matematikli, symbolem byl australsky
klokan (protoZe pocatky této soutéZe jsou spojeny s Australanem Peterem O’Halloranem — jeho
zamérem nebylo vytvofit novou soutéZ pro nejtalentovanéjs§i matematiky, ale ziskavat pro
matematiku ,,normalni* zaky, dokdzat jim, ze matematika nemusi byt vzdy nudny, nezdzivny a
obavany piredmét; chtél détem poskytnout radost ze soutézeni pii feSeni netradi¢nich uloh, kterych
neni v ucebnicich dostatek, a moznost porovnani vlastnich schopnosti se stejné starymi kamarady ve
trideé, Skole, okrese, regionu ¢i v celostatnim méfitku)

v CR byl poprvé Matematicky klokan uspoiadan v roce 1995 v péti kategoriich (Klokanek — 4. a 5.
tf. ZS, Benjamin — 6. a 7. tf. ZS, Kadet — 8. a 9. ti. ZS, Junior — 1. a 2. ro¢. SS, Student — 3. a 4.
ro¢. SS)

pofadatelem Klokana v CR je JCMF ve spolupraci s Katedrou matematiky PdF UP a Katedrou
algebry a geometrie PFF UP v Olomouci

ve vSech Skolach ve druhé poloviné€ biezna, ve stejny den a hodinu

24 uloh (8 krat za 3, 4 a 5 bodlr), 60 minut

Projektové orientované vyucovani

Projektovd metoda je vyucovaci metoda, odvozend =z pragmatické pedagogiky a principu
instrumentalismu
zaci jsou vedeni kteSeni komplexnich problémi, ziskavaji zkuSenosti praktickou CcCinnosti a
experimentovanim, u¢i se samostatné rozhodovat a planovat, organizovat a kooperovat svou ¢innost,
formulovat a obhajovat vlastni feSeni
zaci ke splnéni ukolu, kterym je vytvoteni projektu, potiebuji vyhledat mnoho novych informaci,
zpracovat a pouzit dosavadni poznatky z raznych vyucovacich predméti
jejich prace neni samoucelna — vysledky projektth maji konkrétni a uzite¢nou podobu, jsou soucasti
realného zivota
a) Priprava projektu
e vybér vhodnych témat (s vysokou motivaéni hodnotou a moznosti integrace poznatkti
z riznych oborl a vyucovacich predmétl, primérenych véku a moznostem zaki)
e formulace ukolu (cil, zamér projektu, by mél byt konkrétni, redlny, pro Zzaka
vyznamny a piinasejici uziteCny vysledek)
e vhodna organizace zaka (napt. spoluprace s ostatnimi vyucujicimi, misto realizace,
piipadné rozd¢€leni do skupin, pfiprava technického a materialniho zabezpeceni)
e cCasovy predpoklad pro plnéni tkolu (projekty kratkodobé a dlouhodobé¢)
b) Realizace projektu



e ma obvykle charakter samostatné prace zaka pifi shromazd’ovani ziskanych informaci
a jejich zpracovani (vypocty, nakresy, modely, graficka zndzornéni,...)
e vhodna prezentace vysledkli (napt. formou nasténky nebo vystavky
¢) Vyhodnoceni vysledkii
e obvykle se provadi ve vyucovaci hodiné¢ matematiky se zdiraznénim pouzitych
postupli a metod zpracovani a ocenéni ptinosu pro tiidu nebo skolu
e vyznamné je zhodnoceni podilu jednotlivych zakd na realizaci projektu, jehoz

soucasti je vhodné ocenéni

Mezipiedmétové souvislosti — pfedmétova integrace
- rozliSuje se:
a) vnéjsi integrace
e obsah pfedmétl zGstava relativné samostatny, ale jejich témata jsou fazena vedle sebe
s ohledem na vazby mezi nimi
b) vnitini integrace
e spojovani poznatkll z kognitivné blizkych obori v jednom samostatném ucebnim
pfedmétu
- RVP pro zakladni vzdélavani ptedpoklada, ze mnohdy izolované znalosti zak budou zaclenovany do
vétSich ucebnich celkl
- tradi¢ni pfedmétové kurikulum je nahrazovéno integrovanym kurikulem, zaloZenym na integraci
obsahu vzdélavacich predméti do vzdélavacich oblasti (Clovék a spole¢nost, Clovék a piiroda,
Clovek a zdravi,...)
- pristupy ke koncipovani uciva v integrované vyuce:
a) epizodicky
e zpuUsob je Casty pro pouziti projektové metody, vybereme vhodné, ale ohrani¢ené téma
z bézného Zivota (,,Na vyleté®, ,,V nemocnici®,...)
b) regionalni
e vychazi z moznosti zakl pfi poznavani obvykle nejbliz§iho okoli zamétené na obec,
meésto, region jako vychodisko vzdalenéjSich skute¢nosti (,,Nase vesnice®, ,NaSe
mesto®,...)
¢) podle biotopu
e ucivo je koncipovano podle biotopt, které mohou zaci pozorovat v ptirodé (,,V lese®,
,U rybnika®,...)

d) podle ¢asové chronologie



e jevy jsou seskupovany podle umisténi v ¢asové piimce (,,Zivot ve starém Egypt&®,
»Stredovek®,...)

- naméty predmétové integrace s matematikou:

FYZIKA Meéfeni teploty, tfidéni dopravnich znacek podle jejich tvaru, vyznam cisel pfi tisniovém
ZEMEPIS | volani, orientace v ¢ase podle hodin i kalendafe, finanéni matematika, vyhledavani

BIOLOGIE | v jizdnich fadech, evidence dat s vyuzitim tabulek a grafli, poznatky z astronomie

HISTORIE | Casova posloupnost historickych udalosti a jejich vyjadieni na Gasové piimce, Fimské

¢islice na historickych budovach

PRACOVNI | Geometrické dovednosti pii praci s papirem, textilem a jinym materidlem, vyuZiti

CINNOSTI zobrazovacich metod (nékresy ve volném rovnobézném promitani), stavby krychli,

kétovany pudorys

Historicka poznamka
- ptedpokladem didaktického vyuziti historickych reminiscenci je alespoii zakladni orientace ucitele
v historii matematiky jako védniho oboru
- naméty vyuziti historie matematiky:
a) seznameni Zaki s jinymi (nedekadickymi) ¢iselnymi soustavami
e fimské Cislice, zapisy letopoctil a vyznamnych dat
o ukazky zéapisi cisel starovékych naroda (egyptské hieroglyfy, klinové pismo naroda
Mezopotamie,...)
e praktické uzivani pozustatkll ,,Ciselnych soustav naSich ptredkil (par=2, tucet=12,
mandel=15, kopa=60, veletucet=144)
e prevadéni jednotek Casu (zdklad 60, resp. 24)
e seznameni s dvojkovou ¢iselnou soustavou
b) prevadéni jednotek délky, hmotnosti a objemu
e lyard=91,44cm (Jindfich I. v roce 1101 — vzdalenost od jeho nosu ke konecku prstu
upazené horni koncetiny)
¢) ukazky zajimavych poétarskych praktik minulosti
e abakus
d) slavné matematické ulohy a objevy minulosti
e problém 4 barev
e Eulerova uloha o 7 mostech

e jednotazky*, Mdbiova paska



B3b. Procento (promile), zaklad., procentova ¢ast, po€et procent, grafické znazornéni.

Zavedeni ve S$kolské praxi. Zpusoby vvpoétu procentové ¢asti, poé¢tu procent,

zakladu. Vvyuziti v praxi.

Pti vypoctu piikladi, které se tykaji procent, se setkavame s tfemi zékladnimi pojmy:
zaklad ( z ), pocet procent ( p ), procentova cast ( ¢).

Procenta obvykle oznacuji n€jakou relativni ¢ast z celku, pficemz celek jako takovy se vyjadii jako 100
%. Jedno procento (1%) se rovna jedné setin¢ celku (zakladu). 1% = 0,001 zékladu.

V ulohéch s procenty se vyskytuji tii ¢iselné udaje:
1) Zéklad (z) —nebo celek, je vzdy 100 %. Udava se obvykle v pojmenovanych ¢islech (napt. 600
K¢, 45m,...)
2) Procentova Cast (€) — udava velikost casti zakladu. Je vyjadien obvykle v pojmenovanych ¢islech.
3) Pocet procent (p) — vyjadiuji, kolik procent zékladu je ptisluSnéa procentova ¢ast. Udava se
v procentech.

Pocet procent (p) — Zéklad (z) — Procentova cast (€)
1% ze 600 K¢ je 6 K¢
Zname-li dva udaje, miizeme vypocitat treti

Vypocet procentové casti
1) Vzorec

o
£?

10 1% ze 2= 2:100 = /100 = 1/100 x z = 0,01z

Pt. 32 % ze 70m.
2) Pres jedno procento

100 % ...... 70m
1%.........0,7m
32% ........ 32x0,7=22,4m

3) Zapis procent pres deset. cislo, kterym vynasobime zaklad
0,32 x 70 =22,4m

4) Procento zapsané pomoci zlomku
(32/100) x 70 = 22,4m

5) Trojclenka
100% ..... 70m

0 32%....... X 1

Vypocet poctu procent
Je dan zaklad a procentova cast. Vypocitame 1 % (zdklad délime stem). Procentovou ¢ast délime timto

vysledkem. Opét miizeme pies jendo procento, trojélenkou nebo pomoci vzorce:



w

p= ¢ A =& ==
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Vypocet zikladu
Je dana procentova Cast a pocet procent. Vypocitame 1 % (procentovou ¢ast délime poctem procent).
Vysledek nasobime 100. Vzorec:

= i - 1(R(F
2
Promile:

Nazev promile pochazi z latinského pro mille = na tisic. Pouziva se mén¢ Casto nez procento, ale pravidla
jsou obdobna, jako u procent.
- Promile se oznacuji symbolem %o, coZ je symbol procenta (%) s dal$i nulou k tomu na konci.
Podle mnemotechnické pomicky tii stylizované nuly v symbolu promile oznacuji tfi nuly v &islici
1000. Historicky vsak ,,nuly* v oznaceni procenta pochézeji z pismen zjednodusené psaného
terminu ,,pro cento®.
- Pro vyjadreni zvlast’ malych dili celku se pouzivaji promile.
- Promile znamen tisicinu daného celku.
- Jedno promile je desetina jednoho procenta.
- Jedno procento je deset promile.

oV promile se udava stoupani ¢i klesani Zeleznicnich trati.
Pf. Stoupani 15 na trati dlouhé 800m. — Stoupani 15 znamena, ze na kazdych 1000m vzdalenosti méiené
na mapé, vzroste nadmoi'ska vyska o 15m.

o  Obsah nekterych latek v tele — alkohol
Pt. 0,8 alkoholu v krvi znamena, Ze v 1 litru je obsazeno 0,8 tisicin litru, to je 0,8 mililitri alkoholu.

e 1 %0=1/1000=0,1%

e 10 %0 =10/1000=1/100 = 1%

Naméty na aplikac¢ni tlohy:

Slevy zboti, zdrazeni zbozi, kolisani cen zbozi v Case;

Slevy cen zajezdu cestovnich kancelaii, storno poplatky;

Splatkovy prodej, leasing;

Pojisténi (havarijni v€etné bonust, pojisténi domacnosti, penzijni piipojisténi se statnim

ASENENRN

prispévkem;
Dané (z ptidané hodnoty, z pozemkt, nemovitosti, dan dédickd, darovaci, dan z piijmu;
Finan¢ni produkty spojené s jednoduchym urokovanim (terminované vklady, dluhopisy,

ANERN

jednorazové splatné uvery).

Je rozdil mezi zépisy ,,100 %* (s mezerou) a ,,100%* (bez mezery). Verze s mezerou znamena ,,Sto
procent®, kdezto verze bez mezery znamena ,,stoprocentni*. Pozor tedy pii psani procent!



Vypocitané priklady — ukazka

1 Vypoctéte 4 % z 10000 K¢.
I. Reseni pres 1%.
Ur¢ime 1%. 10000 : 100 = 100
4 x 100 =400 K¢
4% z 10000 m je 400 K¢.

I1. fesSeni ptes vzorec ¢ =z x p/100
¢ =10000 x 0,04 =400 K¢.

2 Ve tridé je 12 divek coZ je 48 %. Kolik je celkem zaku?
I. Redeni pies 1 %.
Uréime 1 %. 12 : 48 = 0,25
Zaklad ur¢ime, kdyz 1% vynéasobime 100. 0,25 x 100 = 25
Kdyz 12 divek je 48%, tak je ve tfid¢ 25 zak.

II. feSeni ptes vzorec z =100 x ¢/ p
z=12:0,48 =25.

3 Ve 200 litrovém sudu je 64 1. Kolik je to %?
I. Reseni pies 1%.
Urc¢ime 1%. 200 : 100 =2
Pocet procent vypocitame, kdyz ¢ast vydélime 1%. 64 : 2 =32%
64 1je 32% z 2001

II. feSeni pres vzorec p = 100 x c/z
p=1(64:200)x 100 = 0,32 x 100 — 32%.

4 Novy MP3 prehravac stal v obchodé 2 500. ProtoZe ho nikdo za tu cenu nechtél, zlevnili ho o 30
%. Nasledné zase Sla MP3 na dracku, takZe podnik prehrava¢ zdraZzil o 30 %. Kolik nyni
prehravac stoji?

V prvnim ptipadé€ stoji ptehravac 2 500. V tuto chvili ho zlevnime o 30 %. 30 % z 2 500 je 750, ptehravac
v tuto chvili stoji 1 750 korun. Ted” ho zdrazime o 30 %. V tento moment je nutné si uvédomit, Ze uz
nepracujeme se zakladem 2 500, ale s cenou 1 750, kterd ndm urcuje zaklad. Takze pocitame 1 750 + 30

%. 30 % z 1 750 je 525. Tuto sumu pfi¢teme k zakladu a dostavame 2 275. Tolik stoji ptehravac po

zlevnéni a nasledném zdraZeni, toto je spravny vysledek.

Troj¢lenkou:

100% ..... 2500 K¢
1 30%....... X 1
x =750 K¢ Nova cena po sleve je 1750 K¢.



100% ..... 1750 K¢
1 30% ....... X 1
x =525 K¢ Nova cena po zdrazeni je 2275 K¢&.

Dejme tomu, Ze v CR je pfiblizné 7 000 000 opravnénych voli¢i. Jak bychom uréili, kolik jich skuteéné
volilo?

Je ztejmé, ze 7 000 000 voli¢h miizeme prohlasit za zaklad. Voleb se zucastnila pouze ¢ast volicl (
fikdme ji procentova Cast a znacime ¢ ), které odpovida 72% obyvatel ( pocet procent p ).

Muzeme tedy zapsat:

z=7000000 (obyv.) ....... zéklad
p=72% ... pocet procent
¢=?(obyv.) ... procentova ¢ast

Vsimnéme si, Ze z a ¢ vyjadiujeme ve stejnych jednotkach. Jak budeme postupovat?
Vychézejme z toho, co uz umime:
je-1i z=7000 000 obyvatel,

pak 1% ....... 7 000 000 : 100 =70 000 obyvatel,
72% urcim, nasobim-1i 1% . 72
2% 70 000 . 72 =5 040 000 obyvatel.

Voleb se zucastnilo 5 040 000 opravnénych volica.



B4a. Komunikace v matematickém vyucovani. Jazyk matematiky a jazvk Skolské

matematiky. Terminologie a symbolika ve fylogenezi a ontogenezi.

Matematické pojmy
e FElementy didaktického systému matematiky jsou matematické pojmy. Obvykle jimi oznacujeme
zobecnéné predstavy o nécem vyjadiené jednim nebo vice vyrazy piirozeného nebo formalniho
(matematického) jazyka.
e Pojmy vznikaji v procesu zobeciiovani a abstrakce, strukturalizované, ve slozitych sémantickych
sitich, jako soucast rozvoje celé psychiky ¢loveéka.
e Priklady pojmi osvojovanych ve Skolské matematice:
Cislo (ptirozené, raciondlni, zdporné, realné,...)
Pocetni operace (s¢itani, od¢itani, nasobeni, d€leni,...)
Relace (rovnost, nerovnost, rovnobéznost, kolmost,...)
Funkce (pfimé iimérnost, linearni funkce,...)

Geometrické Utvary v roviné a v prostoru (¢tverec, kruznice, krychle,...)

Proces vytvareni pojmt (M. Hejny 1989) na vytvareni geometrického pojmu kruznice

1) faze motivace - navozeni vztahu k pfedklddanému problému, vychéazejici z didaktické modifikace
realné skuteCnosti, z touhy ditéte po poznani, po feSeni problému ¢i situace (spojené s predstavou
kulatych a kruhovych tvart a predmétt).

2) faze predstav — predpojmu®, prekonceptu pojmu:

e konkrétnich, predmétnych, ze zazitkl a smyslovych vjemu se vyc¢leniuji ty, které jsou asociované s
budoucim pojmem (synkreze piedstav a zkuSenosti s oblymi pfedméty a diferenciace predstavy
koule, kruhu a kruznice),

¢ intuitivné-abstraktnich, vyuzivajicich skolnich zkuSenosti (model koule, kruhu, ..., kresleni,

rysovani, vybarvovani a vystiihovani kruhti a kruznic).

3) faze pojmu (poznatku) jako formy mysleni, kterd odrazi podstatné vlastnosti a znaky predméti a
jevu — jednak znaky zjevné (smysly vnimatelné), jednak skryté, latentni.
e Je vyvrcholenim poznavaciho procesu v Zdkové mysli, kterym se interiorizuje, zvnitiniuje (Piaget)
a spojuje s urcitym slovem (terminem) nebo znakem (symbolem). Vysledek lze vyjadrit pfesnou

definici pojmu kruznice,

4) "strukturalni" etapa, v niz se pojem déle zpfesiiuje, zobectiuje, krystalizuje a stava se prvkem urcité

struktury, axiomatizované teorie (Skolského modelu eukleidovské geometrie).



Pojmotvorny proces

V pojmotvorném procesu hraje vyznamnou roli jazyk matematiky (systém znak, jejichz prostfednictvim
se uskutecniuje mysleni a komunikace). Jazyk matematiky jako jazyk védniho oboru se historicky vyvijel.
S rozvojem matematiky se vydéloval napiiklad

e jazyk geometrie (pfimka, trojihelnik,...),

e jazyk algebry (vyraz, proménnd, rovnice,..),

e jazyk teorie mnozin (podmnozina, sjednocent,...) ap.

Obvykle rozliSujeme dve stranky vyvoje jazyka

e symbolika (dohodnuté znaky, symboly: ¢islice 0, 1, 2...., symboly relaci a operaci =, <, >, +, -,
...) s€ s vyvojem matematiky postupné zjednodusuje a strukturalizuje. Pfikladem mutize byt vyvoj
zapisovani ¢isel (numerace): od komplikovanych, k vyjadfovani pocetnich postupli obtizné
pouzitelnych zplisobt starovéku, k jednoduchému principu pozi¢ni dekadické numeraéni
soustavy, jejiz abecedu tvoii pouhych 10 znak,

e terminologie (terminy ¢eského jazyka - napf. ptimka, ptirozené Cislo, zlomek,.., nebo pievzaté z
feCtiny Ci latiny - napft. aritmetika, geometrie, logika, adice, komutativnost ,...) se postupné

diferencuje, precizuje a abstrahuje.

Zajimavosti z vyvoje terminologie a symboliky

e Terminy doby narodniho obrozeni, pokousejici se vyjadiit matematické pojmy v tehdejsi
cesting: pich (bod), katek (tihel), trojekut (trojuhelnik), hubenky (¢islice), pocetmira
(aritmetika), mérozemna (geometrie),...

e 7 kurzu aritmetiky jsou zndmy latinské terminy oznacujici pocetni vykony, (adice = s¢itani,

subtrakce = od¢itani, multiplikace = nésobeni, divise = d€leni).

e Vyvoj symboliky zapisovani Cisel:
0 Recko: ¢isla trojuhelnikova, ¢tvercova,..., obdélnikova (sudd) — licha
0 Rimské &islice: I, V. X, L, C, D, M

0 Digitélni cCislice

Jazyk Skolské matematiky
Jazyk matematického vyucovani ma 2 faze:
e Pasivni uzivani matematického jazyka — zak jazyku (ucitele) porozumi,

e Aktivni uzivani matematického jazyka — jazykem Zak sdm komunikuje.



e Formalismus, verbalismus: ,,nau¢ena nevédomost* — sloviim ¢i symboltim neni pfifazena
adekvatni pfedstava

Priklady: formalismus jazyka teorie mnozin

Rozsah a obsah pojmu

e Obsah pojmu — soubor podstatnych znaki, tj. abstrahovanych vlastnosti, bez kterych by byl dany
pojem nemyslitelny
¢ Rozsah pojmu — mnozina vSech objektt, které maji vlastnosti ur¢ené obsahem pojmu

Druhovy pojem je pojem a, jestlize ma vSechny podstatné znaky pojmu b a jesté n€které dalsi. Pojem

b je v tomto pfipadé rodovy pojem.

Priklady:

e (tverec je druhovy pojem, pravouhelnik je k nému rodovy pojem,

e pravouhelnik ke druhovy pojem, rovnobéznik je k nému rodovy pojem,...
e automobil je druhovy pojem, dopravni prostfedek je k nému rodovy pojem,

e rohlik je druhovy pojem, pecivo je k nému rodovy pojem

Definice matematického pojmu

e Definice je zplisob objasnéni pojmu, ve kterém uvedeme ty podstatné znaky pojmu (tj. obsah

pojmu), které dostate¢né vymezuji jeho rozsah.

Druhy definic:
e Klasicka (aristotelska): ,,Ctverec je pravotihelnik, jehoZ viechny strany jsou shodné®.
e Nominalni: ,, Kardinalni ¢isla kone¢nych neprazdnych mnozin se nazyvaji ptirozena ¢isla“.
e Konstruktivni: ,, Trojuhelnik je mnoZina vSech bodu X prostoru, pro které plati X e AK AK €

BC*.



B4b. Rovnost a rovnice, zpusoby reSeni linearnich rovnic o jedné neznamé, postup

pri reSeni a diskuse. Linearni rovnice o dvou neznamych, geometricka aplikace a
c

jejich reSeni. Soustava dvou linearnich rovnic o dvou neznamvch a jejich uziti pri

reseni slovnich uloh, geometrické aplikace. Kvadraticka rovnice a jeji druhy a

zpusoby resSeni. Linearni nerovnice a jejich reSeni.

ROVNICE

- rovnice se obvykle definuji jako uloha, pfi které mame urcit vSechna ¢isla z daného ¢iselného
oboru M, pro néz jsou definovany dané funkce f, g proménné x a nabyvaji tychz funk¢énich
hodnot. Za mnozinu M se zpravidla voli obor R nebo K a také funkéni hodnoty jsou z téchto
obortl. Funkce f, g jsou tedy redlné funkce redlné proménné nebo obecnéji komplexni funkce
komplexni proménné. Piseme: f(x) = g(x), kde xeM.

e Tento zapis nazyvame rovnici s nezndmou X; f(x) se nazyva leva strana rovnice, g(x) prava
strana rovnice. Je-1i g(x) = 0, fikame, Ze rovnice je v anulovaném tvaru.

e Ciselny obor M se nazyvé obor FeSeni rovnice.

e Cislax e M, ktera vyhovuji dané rovnici, se nazyvaji koFeny nebo Fe$eni rovnice.

e Rovnost: a =Db pfedstavuje zapis, Ze ¢isla a, b jsou si rovna (napt. 2+3=5), rovnice f(x) = g(x)
ptredstavuje ulohu zjistit, kdy nastdva naznac¢ena rovnost hodnot funkci. Vzdy mizeme urcit zda je vyraz
pravdivy nebo nepravdivy. Rovnost miizeme definovat: je relace neboli vztah, vyjadiujici totoznost
objektt, které jsou v tomto vztahu.

e K urceni rovnice je tieba zadat:

a) obor feseni M
b) oznaceni nezndmé (krome pismene x se uziva i jinych pismen, zpravidla z konce abecedy,...)
c) funkce f, g, jejichZ proménnou je neznama a jejichz funkéni hodnoty si maji byt rovny.

Linearni rovnice

Lineadrni rovnice mize mit mnoho riznych tvari. Abychom mohli linearni rovnice néjak hezky fesit,
potfebujeme je upravit na zékladni tvar. Pokud upravime linearni rovnici do zakladniho tvaru, pak na levé
stran¢ ziskame linedrni funkci. Graf linearni funkce je pfimka. Protoze zékladni tvar linedrni rovnice
vypada takto ax+b = 0, tak feSeni této rovnice jsou vSechny body, ve kterych piimka (graf linearni
funkce) protne osu x (coz je zdroven graf funkce f(x) = 0, tj. pravé strany). Naptiklad jsme zjistili, Ze
fesenim rovnice 3x—18 = 0 je x = 6. Co to znamena? Ze graf funkce 3x—18 protina osu x v bodé x = 6.
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Druhy zplsob je, ze nebudeme rovnici upravovat vilbec, ale nechdme si nakresli grafy funkci na obou
stranach rovnice. Tj. vykreslime si grafy funkci f(x) = 5x+2 a g(x) = 2x—7.
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Tyto dvé piimky se protly v jednom bod¢, oznaceny jako A. Jakou ma tento bod A x-ovou soufadnici?
Opét x = —3. Grafickym feSenim rovnice 5x+2 = 2x—7 je tak x-ova soufadnice priseciku grafii funkci na
levé a pravé stran¢.

Zpiisob feSeni rovnice o jedné neznamé:
e Ekvivalentni upravy
e Averzni a inverzni operace

Piehled ekvivalentnich Giprav rovnice — nezméni platnost rovnice
1) Vzijemna vymeéna stran rovnice
2) Pticteni téhoz ¢isla nebo vyrazu obsahujici neznamou, ktery je definovany v celém O, k obéma
stranam rovnice
3) Vynasobeni obou stran rovnice opét stejnym ¢islem ¢i vyrazem (nesmi byt nulovy)
4) Umocnéni obou stran rovnice pfirozenym mocnitelem, jsou li obé¢ strany rovnice nezaporné (nebo
naopak zaporné) v celém oboru feSeni rovnice O.

Zasady pri FeSeni rovnic:
e Odstranime zavorky, zlomky, desetinna ¢isla
ZjednoduSime levou a pravou stranu rovnice
Cleny s neznamou ddme na jednu stranu, absolutni ¢leny na druhou stranu
Celou rovnici vydélime koeficientem u neznamé
Provedeme zkouSku
Vyftesit rovnici znamena najit vSechna ¢isla feSeni neboli mnozinu vSech jejich feseni.

Linearni rovnice o dvou neznamych
= Diofantovské rovnice, feSenim je z oboru pfirozenych ¢isel N (viz.materialy od Slouky)
o f(x,y)=g(xy); xe M,yeM

Pt. Najdéte dveé rizna cCisla takova, aby soucet dvojnasobku prvniho a trojnasobku druhého byl roven
Cislu 12.

- Oznafime si neznamé X,y a miiZzeme napsat: 2x + 3y = 12

- Neni t&zké odhadnout, Ze napf. x=0 a y=4 této rovnici vyhovuji. ReSenim rovnice je tedy
usporadand dvojce (x,y) = (0,4) = ...

- Reseni je oviem nekoneéné mnoho a viechny vypsat nemiizeme..

- Pfesto je mozné jistym zplisobem feseni vyjadrit. Hledam uspofadanou dvojici, mizeme
postupovat napf. tak, ze libovolné zvolime x a y dopocitdme: y = 4 — 2x/3. VSechny uspotfadané
dvojice maji tedy tvar (x, 4 — 2x/3). Mnozina K = {(x, 4 — 2x/3);x€ER} Nebo zvolime y a x
dopocitame: K ={(6-3y/2, y);yER}

- Obrazem uspoiadané dvojce je bod [x,y]. Resili jsme v obru R, pokud v Z, nebyla by feseni
piimka p, ale pouze mnozina vsech bodu této piimky.

Obecné:



-V pripad¢, kdy alespon jeden z koeficientii a,b v rovnici ax + by = ¢ je nulovy, je obrazem feSeni
pfimka.
0 Pokud a=0, je pfimka // s x
Pokud b=0, je ptfimka // s y
Pokud ¢=0, prochazi ptimka pocatkem
Jestlize a=b=0, potom zaleZi na ¢islu
= ¢=0... feSenim je kazda usporadana dvojce
= ¢#0 ... rovnice nema feSeni

O OO

Rovnice o tFech neznamvch
. f(x,y,z) = g(XayaZ); xeM, yEMs zeM

Rovnice o vice neznamych, u nichZ se za neznamé ptipoustéji pouze celd Cisla, tj. feSeni se hledd v oboru
C, se nazyvaji diofantické (neurcité) rovnice. Zpravidla se neuvazuji jednotlivé rovnice o dvou, resp. vice
nezndmych, nybrz nékolik takovych rovnic, které maji byt splnény zaroven; mluvime pak o soustavé
rovnic o dvou, resp. vice neznamych (z oboru M — R). ReSenim soustavy se rozumi spoleéné fesen
vSech rovnic soustavy v daném ¢iselném oboru M tj. prinik mnozin feSeni jednotlivych rovnic soustavy.

Zpusob FeSeni soustavy rovnic: Metoda scitaci
Metoda dosazovaci
Metoda kombinovana

Grafické feSeni soustav rovnic:

Soustavy rovnic o dvou neznamych x € R, y € R lze rovnéz tesit graficky. Jestlize sestrojime mnoZziny
bodt, jejichz soutradnice jsou feSenimi jednotlivych rovnic soustavy, pak soutfadnice bodd spole¢ného
priniku vSech téchto mnozin ptedstavuji feSeni dané soustavy rovnic.

Zasady pfi feSeni slovnich tloh:
e Radné piedteni a pochopeni tilohy
Rozbor tlohy a stanoveni matematické metody
Zapis ulohy
Reseni ulohy — a) usudek, b) rovnice
Zkouska, ovéreni ulohy
Odpoved

Soustava dvou linearnich rovnic o0 dvou neznamvych

Soustavu dvou rovnic o dvou neznamych miizeme obecn¢ zapsat:
ax+by=c
dx +ey=f
kde a, b, ¢, d, e, fjsou redlna Cisla, x, y jsou proménné. Vyfesit soustavu dvou rovnic o dvou nezndmych
znamena ve zvolené ¢iselné mnoziné nalézt vSechny uspotradané dvojice, které jsou fesenim obou rovnic.
Mnozina vSech feSeni soustavy je prinikem mnozin vSech feSeni jednotlivych rovnic soustavy.
Soustava dvou linearnich rovnic o dvou neznamych miiZe mit:
- jedno feSeni
- z&dné feSeni
- nekonec¢né mnoho feseni
Pii FeSeni pouZivame tyto metody:

- scitaci metoda — rovnice soustavy nasobime ¢isly zvolenymi tak, aby se po secteni rovnic jedna
nezndma vyloucila



- dosazovaci metoda - vyjadiime jednu neznamou z jedné rovnice soustavy a dosadime ji do druhé
rovnice, ¢imZ se jedna nezndma z této rovnice vylouci
- dal8i metody: graficka, porovnavaci
Prvni dv€ metody vSichni zndme a tfeti jen lehce pfipomenu
Pti vynaSeni do grafu ndm obecné mohou vyjit tfi moznosti:
Grafy (primky) se protinaji
Prisecik znamena, ze jsme nasli hledanou dvojici neznamych.
Zde konkrétné [x; y] =[2; 2].

Grafy (primky) se neprotinaji - jsou rovnobézné
V tomto piipadé miizeme konstatovat, Ze soustava rovnic nema feSeni.

Y

?x
Grafy (primky) jsou totoZné
V tomto piipadé ma soustava linearnich rovnic nekone¢né mnoho feSeni.

/

Kvadratické rovnice

e Rovnice f(x) = g(x) s neznamou x e K se nazyva kvadraticka rovnice neboli rovnice 2. stupné
s realnymi koeficienty, jestlize ji lze vyjadiit (ekvivalentnimi apravami) v anulovaném tvaru ax* +
bx+c¢=0,kdeaz0,ac R,be R, ceR.

e Vyraz ax’? se nazyva kvadraticky ¢len, a koeficient kvadratického ¢lenu, bx linearni ¢len, b
koeficient linearniho ¢lenu, ¢ absolutni ¢len.

e Pro b=0 m4 kvadraticka rovnice tvar ax* + ¢ = 0; nazyvame ji ryze kvadratickou rovnici.



Pro ¢=0 ma kvadraticka rovnice tvar ax* + bx = 0; nazyvame ji kvadratickou rovnici bez
absolutniho ¢lenu. Resi se vytknutim neznamé na levé strané rovnice a uzitim véty: Sou¢in dvou
¢isel je roven nule prave tehdy, je-li alesponi jeden z €initelii roven 0
O fesitelnosti libovolné kvadratické rovnice rozhoduje vyraz D=b?-4ac, zvany diskriminant:

0 je-li D>0 ma kvadraticka rovnice pravé dva redlné razné koteny,

0 je-li D<0 nema v oboru realnych ¢isel R zadny koten, v oboru komplexnich ¢isel K ma

pravé dva komplexné sdruzené koteny,

0 je-li D=0 ma pravé dva sobé rovné redlné kofeny (dvojnasobny realny koten).

Pro D>0 lze vyjadtit kofeny kvadratické rovnice vzorcem: x = %, pro D<0 lze vyjadrit

—b+i / /p/

2a
Ma-li kvadraticka rovnice kofeny X1, X2, 1ze ji vyjadfit v ekvivalentnich tvarech:

a.(x - x1).(x - x2) neboli (x - x1).(x - x2) =0

vzorcem x =

Linearni nerovnice

Ukolem je uréit viechna &isla x z daného &iselného oboru M c R, pro néz jsou definovany realné
funkce f, g redlné proménné x a pro jejichz funkéni hodnoty f(x), g(x) plati f(x)>g(x), resp.
f(x)<g(x), pro x € M. Ulohy s timto zapisem se nazyvaji nerovnice s neznamou.

Ciselny obor M nazyvame oborem FeSeni nerovnice.

Cisla x € M, ktera vyhovuji dané nerovnici, tj. spliiuji podminky ulohy, kterou nerovnice
vyjadiuje, nazyvame koreny nebo FeSenim nerovnice.

Reseni:

1. faze: ekvivalentni upravy.

2. faze: urceni nulového bodu.

3. faze: urCeni intervalll, pro néZ mé nerovnice smysl.

Kvadratické nerovnice

Kvadratickou rovnici s nezndmou x nazveme kazdou nerovnici, kterou je mozné ekvivalentnimi upravami
prevést na jeden z téchto tvarti:

ax*+ bx +¢>0 ax*>+ bx +¢ <0
ax*+ bx +¢>0 ax’> + bx +¢ <0,

kde koeficienty a, b, c € Ra a # 0.
Tyto Ctyfi tvary kvadratickych nerovnic pro potieby této kapitoly nazveme zakladnimi tvary
kvadratické nerovnice.

Redeni obecnych kvadratickych nerovnic je obtizngjsi nez fedeni kvadratickych rovnic. Ukazeme si dvé
metody. Prvni z nich je pro zacate¢niky jednodussi na pochopeni, ale je vcelku pracnd, a bohuzel se neda
pouzit pro vSechny typy kvadratickych nerovnic. Druhd metoda je oproti tomu slozitéjsi, ale pokud se ji
naucime, feSeni kvadratickych nerovnic touto metodou bude rychlé a kratké. Tuto druhou metodu lze
pouzit pro jakoukoliv kvadratickou nerovnici.

ReSeni pomoci rozkladu na soucin

Tato metoda je velmi jednoducha, ale potfebujeme pro ni znat feSeni kvadratickych rovnic, rozloZeni
kvadratického trojclenu na soucin a také védet, jak se fesi nerovnice v sou¢inovém tvaru.

8



Z kvadratické nerovnice v jednom ze zakladnich tvari vezmeme kvadraticky trojélen ax? + bx +c , ktery
pomoci Vietovych vzorct rozlozime na soucin linearnich dvojclenti a(x — x1)(x — x2). To lze ud¢€lat pouze
za podminky, Ze diskriminant D piislusné kvadratické rovnice ax® + bx +c = 0 je nezaporny.

Pokud D < 0, pak tuto metodu nelze pouzit, pokud O = “~!

Tim jsme danou nerovnici ve tvaru napi. ax® + bx +c > 0 prevedli na nerovnici v sou¢inovém tvaru a(x —
x1)(x — x2) > 0, kterou uz umime fesit. Staci urcit nulové body jednotlivych linearnich dvojclent, sestavit
tabulku a pomoci variace znamének dvojclenil a koeficientu a ur¢it, pro ktera x je dany soucin kladny
nebo nulovy.

ReSeni dosazenim p¥i zaporném diskriminantu

Nékdy se stane, ze pfi feSeni ptislusné kvadratické rovnice k dané nerovnici vyjde diskriminant zaporny.
Podle diive uvedeného to znamena, ze kvadraticky trojclen v zakladnim tvaru nerovnice neptijde rozlozit
na soucin. Nemizeme proto pouzit metodu feSeni kvadratické nerovnice jako nerovnice v souc¢inovém
tvaru.

Pro feSeni takové nerovnice v tomto ptipadé existuji jen dvé moznosti:
e nerovnice nema zadné kotfeny
e nerovnici fesi vSechna ¢isla z defini¢niho oboru D

Tu spravnou pozname pomoci jednoduchého dosazeni. Zvolime libovolné ¢islo z D , které do nerovnice
dosadime za x. Pokud ndm po dosazeni a upraveni levé i pravé strany vyjde pravdiva nerovnost, pak
nerovnici fesi kazdé ¢islo z D. Pokud dostaneme nerovnost nepravdivou, pak dand nerovnice nema zadné
feSeni v daném O.

Resené priklady

Piiklad 1

Reste v ¥ nerovnici —2f — 45 +6 < 0
Redeni: Nejprve uréime, Ze O=D=E
Abychom mohli kvadraticky trojélen rozlozit na soucin linearnich dvoj¢lend, potfebujeme vypocitat kofeny piislusné
kvadratické rovnice —2#% — 4w + 6 =10

AL —4(—2)6 J4L16+48 418 =3
“12 = 2i—12) - — R

Nerovnici —2% — dx +6 = “pak miizeme piepsat jako —2ir + 3}':-’_ - l}' <0 .
Nulové body linearnich dvojélenti v zavorkach uz mame uréeny, protoze to jsou ¢isla x; a x». Sestavime proto tabulku
a vycteme z ni fedeni této nerovnice.

,(_.

—2({rx+3¥x—-1) - 0 + 0 -

Hledame intervaly, ve kterych je souéin v nerovnici mensi nez nula. Vyhovuji ndm tedy intervaly, kde nam vysledny
soucin vySel zaporny, viz zluté¢ vyznacené sloupce.

K= {—oc:—3)U{l:+=0)

Jeste zapiSeme

Ve druhém prikladu si ukazeme pouziti této metody v ptipadé, ze prislusna kvadraticka rovnice k zadané nerovnici ma
diskriminant nulovy a vyjde jen jeden, dvojnasobny, kofen.



Piiklad 2

Reste v

R‘nerovnici Qurlz + 12v 4+ 4 ﬂ (]_

Regeni

Nejprve opét uréime, ze & — D — B

Vypocteme kofeny piislusné kvadratické rovnice O +12r +4=10,
—124+/TH-T0-4 -—12++0 P

_;'I_2= = = ——

15 1= 3
Zadanou kvadratickou nerovnici 9r° +12x+4 =0 tedy mizeme piepsat jako
= I[E =

Oz + )=+ 3) =0

- ﬁ), nebo mizeme provést nasledujici tivahu:
242
9x + 37 20 pogivimeni

lx+ %]2

f oy, oy v . Rk
Nyni opét miizeme pouzit tabulku s nulovymi body ( vl
Diky stejnym linearnim dvoj¢lenim v zavorkach, miizeme nerovnici upravit na tvar
se na nerovnici jako na podminku pro vztah dvou vyrazl, chceme, aby soucin devitky a vyrazu

zéporny, nebo nulovy.
Cislo devét je kladné, museli bychom ho vynésobit né¢im zdpornym, nebo nulovym, abychom dostali zdporny, nebo

byl

FR%:
nulovy vysledek. Vyraz (.F + 3;' je ale diky druhé mocniné€ vzdy nezaporny. Nikdy nebude zaporny, ale pro
2
P =—=
3 bude nulovy.
2
T=—=
Tedy vyraz na levé stran€ nerovnosti nebude nikdy zaporny, ale pro 3 bude vyraz nulovy, coZ ndm pro

splnéni pozadované nerovnosti staci.

. 2
o {-2
Mnozina vSech kofenti K bude obsahovat pouze tuto jednu hodnotu, neboli .
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B5a. Pracovni metody a postupy ve vvucovani matematice. Indukce, dedukce,

analogie, experiment, heuristika, algoritmus. Didaktické zdsady v matematickém

vyucovani. Nazornost, abstrakce a generalizace.

Prostudovani kapitoly vam umozni
e charakterizovat vybrané specifické metody a postupy pouzivané ve vyucovani matematice ze dvou
pohledi:
- pri prezentaci/vykladu nového uciva (resp. pti osvojovani nového uciva zaky,
- pfi feSeni matematickych ucebnich tloh
e vysvétlit podstatu algoritmickych a heuristickych metod
e popsat faze feSeni nestandardni (problémov¢) tillohy

e rozhodnout, ktery z postupi bude nejvhodnéjsi pro vase pedagogické piisobeni.

Metody prezentace nového uciva:

e Induktivni metoda (indukce = vyvozeni) je zaloZena na usudku, sméfujicim od zvlastnich
ptipadli k obecnému tvrzeni. Je charakteristickd pro ptirodni védy. Pramenem poznani je
pozorovani, experiment, zkusenost (empirie) a jeji logické zpracovani.

e Ve skolské praxi jde prakticky vzdy o tzv. netplnou (,,Skolskou) indukci. (Z aritmetiky
pfirozenych cisel zndme jesSté tzv. Uplnou matematickou indukei, kterd pomoci rekurentni
podminénosti dava zavéry platné zcela obecné i pro mnoziny nekone¢né, napt. pro mnozinu vsech
piirozenych ¢isel — Peaniiv axiom)

e V matematickém vyucovani by bylo totiz prakticky nemozné, ziejmé také zbytecné,

experimentalné prozkoumat vS§echny mozné piipady.

Induktivni metoda:
Zaci zkoumaji jednotliva konkrétni fakta, jednotlivé diléi (specialni) piipady, provadgji pozorovani
(experimenty), ziskavaji zkuSenosti, provadéji zkousky, ovéiuji, hledaji zakonitosti, pokouSeni se o
formulaci obecnych zavéri.
e Induktivni metoda je povazovana za hlavni (a nejvhodnéjsi) pracovni postup ve vyucovani
matematice nejen primarni Skoly. Prakticky vSechny nové poznatky se ve Skole prezentuji
(objevuji) induktivni metodou a zaci sami se na jejich objevovani zucastiuji — stavaji se aktivnimi

ucastniky procesu tvofeni.



INDUKTIVNI METODA

zaci zkoumaji jednotliva
konkrétni fakta, jednotlivé
dil¢i (specidlni) ptipady

provadéji pozorovani (EXPERIMENTY)

ziskavaji zkuSenosti

provadéji zkousky, ovetuji

N/

hledaji zadkonitosti, pokusy
o formulace obecnych
zavera

Deduktivni metoda:

e Deduktivni metoda (dedukce = odvozeni) je zalozena na usudku, sméfujicim od obecného
tvrzeni ke zvlastnimu ptipadu. Je charakteristicka pro védeckou matematiku (,,matematika je véda
deduktivni®).

e Pracuje s pfesnymi vychozimi predpoklady a obecnymi pouckami (axiomy, postulaty), z nichz
logicky bezchybné vytvarti celou disciplinu v dokonalé struktute (ptikladem je Eukleidiiv model
geometrie).

e Moznost jejtho vyuziti v matematice primarni Skoly je vSak omezend, nebot nepracuje
s konkrétnim nézorem, vede ¢asto k formalnimu, receptivnimu ,,0svojeni* a nasledné reprodukci
hotovych fakta.

e Experimentalni ovéfovani je nahrazeno obvykle autoritou ucitelova sdéleni nebo pouckou

v ucebnici.

Pro porovnani obou uvedenych postupii uvedeme dva priklady:
1. S vlastnosti existence neutralniho prvku scitani pfirozenych cisel (¢islo 0) se Zaci propedeuticky
seznamuji od 1. ro¢niku. Vlastnost lez induktivné vyvodit na zédkladé experimentu z nékolika
jednotlivych pripadt. O spravnosti uvedenych rovnosti se zaci sami piesvédéi. Tak napriklad

3+0=0+3=3



540=0+5=5
8+0=0+8=8,atd.

Zavér: plati a + 0 =0 + a = a (pro kazdé ptirozené Cislo a).

Deduktivné by ovSem bylo mozno odvodit z obecné platnosti vlastnosti

a+0=0+a=a (pro kazdé ptirozené Cislo a) — napt. uvedené jako ,,pravidlo, poucka
v ramecku* v u€ebnici platnost pro jednotlivé ptipady, proto:

3+0=0+3=3

540=0+5=5

8+0=0+8=28, atd.
Poznatek o trojihelnikové nerovnosti jako pfedpokladu sestrojitelnosti trojuhelnika ze zadanych
tii stran lze induktivné vyvodit z jednoduchého experimentu. Z ptipravené¢ho souboru tycinek
(Spejli) razné délky 2, 3, 4, 5, ..., 10 cm ,sestavujeme trojuhelnik®. V nékterych ptipadech
trojuhelnik vytvoiime (pro |[AB| = 3 cm, |[BC| =4 cm, |AC| = 5 cm), v nékterych ptipadech (napf.
|AB| = 2 cm, [BC| = 3 cm, |AC| = 6 cm) trojihelnik sestrojil nelze. Induktivnim postupem
dosp&jeme k zavéru, ze: trojuhelnik lze sestrojit vzdy, je-li |AB| + |BC| > |AC|, |AB| - |BC| <
|AC

, pro kazdou trojici usecek v rovine.

Deduktivni postup by spocival v tom, Ze z vySe uvedené matematické véty budeme usuzovat
(odvozovat) na moznost sestrojeni trojuhelnika pro jednotlivé ptipady velikosti (délek) tisecek
AB, BC, AC.

Metody reSeni matematickvch ucebnich iloh

Analyticka (analyza = rozbor, rozlozeni) a synteticka (syntéza = spojeni, slouc¢eni) metoda byvaji Casto

uzivany ve vzdjemné souvislosti, jejich kombinace se nékdy oznacuje jako metoda analyticko-synteticka.

Jejich podstatou jsou mysSlenkové (kognitivni) operace zaka — analyza, syntéza — vyuZivané pii feSeni

rozmanitych typli matematickych ucebnich tloh (slovnich — textovych, namétovych uloh, geometrickych

konstruk¢nich tloh aj.).

Algoritmus

Algoritmus je pfesny piedpis, kterému se lze naucit. Podle n¢ho se v uritém pofadi vykonava
soustava elementarnich krokl (operaci), vedoucich k vyteseni vSech tloh urcitého typu.

Musi mit takovou podobu, aby bylo mozno jeho ptikazy kazdému ptedat, aby jich byl kone¢ny
pocet a provadéni ptikazanych operaci vytvaielo jednozna¢né definovany proces, kdykoliv
zopakovatelny a vedouci k feSeni ulohy. Algoritmus je tedy postup determinovany, hromadny a

rezultativni.



e Miuzeme ho vyjadfit slovy (slovni popis, komentai postupu numerického vypoctu), matematickou
symbolikou (zdznam postupu pii feSeni konstrukéni geometrické ulohy) nebo vhodnym
grafickych schématem (naptiklad vyvojovym diagramem).

Priklady algoritmu:
Algoritmus pisemného scitdni 1ze slovy popsat posloupnosti krokd, které jsou tvofeny elementarnimi

ukony:

v

,»pod sebou
- predpoklada se bezpecné zvladnuti zakladnich spoji s¢itani v oboru do 20 (6+7=13, 1+2=3)

- pfti ptechodu pfes desitku pti¢teme jednu desitku (13 jednotek = 1 desitka, 3 jednotky)

Vyvojovy diagram:

Vyvojovy diagram je grafické zndzornéni algoritmu, vyuzivajici dohodnutych grafickych znakl. Zacatek
(start) a konec algoritmu oznac¢ime napt. krouzkem, provedeni kazd¢ jednotlivé operace se obvykle
znazorni obdélnikem. Rozhodovaci blok, ktery ma obvykle jeden vstup a dva vystupy (jeden vystup

vyjadiuje ,,ano*, druhy vystup ,,ne*), se oznacuje obvykle kosoctvercem.

-5

ano

—( )

b Heuristi

ka
e Heuristickou metodou (heuristiku) chapeme jako metodu tvlr¢iho feSeni uloh a problémd, jejiz

podstatou je objevovani.



Traduje se, Ze slavny fecky matematik Archimédes ze Syrakus po objeveni tzv. Archimédova
zakona vybéehl z 1azné s vykiikem Heuréka! (Objevil jsem!).

Ve vyucovani matematice Casto uzivame heuristicky dialog - vedeni rozhovoru ucitele se zaky,
ktery pomahad objevovat nové poznatky. Heuristicky dialog je typickym projevem uplatnéni
dialogické pristupové strategie ucitele.

Heuristické postupy se uplatni pii feSeni tloh, oznacovanych jako nestandardni (problémoveé).
Problémem se pro zaka stava uloha (situace), které dobie porozumél, ktera ho svym obsahem ¢i
formulaci zaujala natolik, Ze se o jeji feSeni zajima, ujasiiuje si cil a zkouma cesty, jak tohoto cile
dosahnout. Nemiize ji ovSem vyiesit pouze pomoci naucenych stereotypt, bézné matematické
rutiny (algoritmu), ale potiebuje k feeni uréitou miru matematické tvotivosti (kreativity). Reseni
problémovych uloh spociva vhledani a objevovani nového, neznamého postupu feSeni.
Problémové situace (lohy se zvySenou naroc¢nosti, nékdy oznaCované jako oteviené problémy)
vyzaduji urcitou divergenci, otevienost mysleni fesitele — poskytuji znacnou volnost ve vytvaieni

vlastnich hypotéz a ve volbé riznych zpiisobii feseni.

SCHEMA RESENI NESTANDARDNI ULOHY

pokus o vyuziti moznosti
aplikace zndmych zptisobti
feSeni — osvojenych

analyza ulohy

A 4

pravidel, algoritmd, ...

A 4

konstatovani nemoznosti
tesit ulohu zndmymi
postupy

vznik problémové situace

A 4

rozhodnuti pro néktery

vytvoreni vlastni hypotézy postup feSen

4 » pokusem a omylem
realizace hypotézy » postichem, vhledem, na
zakladé¢ nahlého

postiZeni principu feSeni
(,,uz to mam!*)

v » postupnou analyzou,
planovitym hledanim

provéreni spravnosti FeSeni

s urcitou strategii (napf.
zménou podminek
ulohy, analogii apod.




Didaktické zasady ve vyucovani

Nazornost

e Zasada nazornosti musi prochazet vSemi fazemi vyucovaci hodiny — od uvodni Casti, pies
opakovani a zkouseni, probirani nového uciva, procvicovani a zadani doméciho ukolu.

e Nevyuziva se pfi zkouSeni!

e Sem patfi také opakovani a upeviiovani si védomosti. To je nezbytné nejen pro méné nadané zaky,
ale 1 talentovani zéci pii opakovani prichazeji na dalsi souvislosti a vztahy v poznatcich.

e Pro zasad nazornosti je nezbytné, aby si zaci sami vytvafeli ve vyucovaci hodiné¢ pojmy a
predstavy na zékladé vjemu ziskanych a na zaklad¢ predlozenych skutec¢nosti.

e Matematické pojmy je tfeba v pojmotvorném procesu vyvodit z konkrétni predstavy, napt. fddové
pocitadlo jako model rozvinutého zdpisu ¢isla (model, obraz, ... - druhy modelt geometrii,
pomucky, ...).

e Nesmime ale na druhé stran¢ zaky zahltit velkym mnoZstvim pomticek a novych informaci. Potom
se muze stat, ze dojde k negativnimu uc¢inku a miizeme snizit pozornost zak.

e Musime si uvédomit, Ze ndzornost neni cilem, ale prostiedkem vyucovani.

Abstrakce

e Zaméfime pozornost na podstatnou stranku jevu a od ostatnich stranek upustime — abstrahujeme
(,,odtdhenem®).
Proces abstrakce: 1. analyza jako pohyb od pocitkli a vjemt k pojmim
2. syntéza jako vznik nového védéni
Abstrakce:
1. identifikaci (identifikujeme spolecnou slastnost souborii)
2. idealizaci (zvolené vlastnosti odd¢lime od redlného objektu — vytvofime idealizovany
matematicky objekt odlisSného obsahu (pfimka je nekonecné tenkd), stupniovitost matematickych
abstrakci (vylepSujeme abstrakce — nula, zaporna Cisla), pedagogicko-psychologicka hlediska (vék

zakl, mentalni arover)).

Generalizace
e ZevSeobecnéni.
e Metoda tvofeni obecnych pojmi z pojmit méné obecnych nebo jedineénych.

e Opak determinace; zjednodusovani.



B5b. Vvraz, Ciselné vvrazy, vvrazy s proménnou, mnohocleny a operace s nimi.

Zakladni algebraické vzorce (a + b)?%. a®> — b? a jejich grafické znazornéni. Lomené

vvrazy., smysl lomeného vvrazu, rozSirovani a kraceni lomenvch vvrazu, operace

s lomenvmi vvrazy.

Vyrazy - kazda proménnd, realné Cislo, absolutni hodnota a pocetni operace s nimi

Vyrazy jsou matematické zapisy, které délime na:
1) Ciselny vyraz
., Ciselny vyraz lze zapisovat ¢isly, symboly, znaky pocetnich tikonii a zavorkami. *
Ptikladem pocetniho vyrazu je 8— 2[5 —(- 7)] +9.
Vysledek pocetnich ukonti daného vyrazu nazyvame hodnotou ciselného vyrazu. Napf.

8,5° —7(45,6+97,1)++/256,9 = 614,125 -998,9 +16,028 = —368,747 .

2) Algebraicky vyraz

Algebraicky vyraz je zapis slozeny z Cisel a pismen oznacujici proménné, jenz jsou spojeny znaky

operaci, ptipadné zavorkami.
Prikladem je y— \/; +7.

Déle jej rozd€lujeme na:

a) racionalni algebraicky vyraz, ktery neobsahuje odmocniny, napt. z—-3+ y,

b) iraciondlni algebraicky vyraz, jehoz souc¢asti jsou odmocniny, napft. Je+d-1.

Vyraz s proménnymi Proménne

Je et +1 ¢.e
Vb +1

b

b-1
x'—x+1 X
p—(q+8)3 b,q




3) Lomeny vyraz

,,Lomeny vyraz je zapsany ve tvaru podilu dvou vyrazii, pricemz jmenovatel musi byt

nenulovy. “(Coufalova a kol., 1999)

2
Ptikladem je ¥ =25 ; X#=5.
x+5

Dalsi déleni:

2
a) racionalni lomeny vyraz, neobsahuje odmocniny proménnych, napf. (x 1 xl 1) ; x#=—1,
X+
L o . : . . Vb+1
b) iraciondlni lomeny vyraz, vyskytuji se odmocniny proménnych, napf. ; b#0

Mmnohoclen
1) Jednoclen
Jednoclen je vyraz, ktery obsahuje jenom jedno ¢islo nebo proménnou, dale jejich soucin, podil,
mocninu a odmocninu.

2
Prikladem jsou 5, z, 6d, ﬂ, :—, a’, (— 4x)2, Xz, A5=Tc.

z 4s
2) Mnohoclen

Mnohoclen je soucet nebo rozdil né€kolika jednocleni.
Podle poctu ¢lenti ve vyrazu rozliSujeme:

Dvojélen... x> -1, 2y 3.

Troj¢len... a’> —2ab+b*,25r" +70r*s + 49s”.

Ctyiclen... 4y’ +8y” +9y+9, 65h° =76i* +32j—98k .

Vyraz sproménnymi a a b 17-a-a-a—3-b-b+5 se da ve zkraceném zapisu nahradit vyrazem
17a” —3b* + 5, kterému fikdme troj¢len, nebot’ se sklada ze tii ¢lentt 174°, 3b%, 5. Koeficientem &lenu
17a” je &islo 17 a &lenu —3b* je ¢&islo —3.

Mnoho¢len —17a° +3b*> -5 je opa¢ny mnohoélen k trojélenu 174’ —3b° +5. ,,Opacny mnohoclen

k danému mnohoclenu ziskame tak, ze koeficient kazdého clenu daného mnohoclenu nahradime opacnym

cislem. “ (Herman a kol., 1999, st.12)

S¢itani a od¢itani mnohoclent
S¢itani mnohoclent provadime pomoci asociativniho zédkona, tak ze s¢itime koeficienty jednotlivych

¢lent se stejnymi proménnymi ve stejné mocning.



Odc¢itani mnohoclenti provadime tak, ze pricteme opacny mnohoclen a nadéle seCteme prislusné
Cleny.

1) Scitani a odcitani jednoclenii

Scitat a od¢itat mizeme jednocleny, jenz maji stejnou proménnou se stejnymi exponenty, proto vyraz
4a’ +8a” nejde secist. Nasledng seteme (odedteme) koeficienty a mocninu proménné opiseme.
Napi.: 15h° +24i—7h +41i = (151° = 7h° )+ (24i + 41i) = 8%° + 65 .

2) Scitani mnohoclenii

Pfi sc¢itani mnohoclenti odstranime zavorky a pfislusné jednocCleny se stejnou proménnou ve stejné
mocning secteme.
Napt.: (3a—9b)+(15b—5)=3a~9b+15b—5=3a+6b-5,

5+c7d> —(6cd —9)—(~8c°d* —9cd +14) =

=5+c’d* —6cd +9+8c’d* +9cd —14=9¢*d* +3cd -9

3) Odcitani mnohoclenii

Odcitani mnohoclentt provadime tak, ze pficteme opacny mnohoclen. To znamend, Ze méame-li
odecist vyraz 9cd —14, tak vlastné pricteme vyraz —9cd +14. Viz priklad.

Napi.: (9y —14z)—(6y —5z)=(9y —14z)+ (- 6y +52z) =9y —14z -6y +52 =3y -9z,

Nasobeni mnohoélenu

1) Nasobeni jednoclenii

Pfi nasobeni jednocleni vynasobime koeficienty a mocniny se stejnym zakladem. Nasobit ¢len
¢lenem je snadné.
Napft.: 4-9h*> =36h°,

o) 7pa?) =70,

(2u2v)-(— 9u2v3)= —18u™*v*.

2) Nasobeni mnohoclenu jednoclenem

Pravidlo pro ndsobeni mnohoclenu jednoclenem je nasledujici - jedno¢lenem vynasobime kazdy ¢len
mnohoclenu a vzniklé souc€iny secteme (odecteme).

Napi.: 3(u+v—w)=3u+3v—3w,

plp—*+7)=p>-pg*+7p.

3) Nasobeni mnohoclenu mnohoclenem

Obecné plati pravidlo, Ze kazdy €len prvniho mnohoc¢lenu vynasobime kazdym ¢lenem mnohoclenu

druhého a vSechny vzniklé souciny secteme.



Napi.: (k+1)-(m+n)=
= prvnim ¢lenem prvniho dvoj¢lenu nasobime kazdy ¢len druhého dvojclenu
k-(m+n)=km+kn,
= druhym c¢lenem prvniho dvoj¢lenu nasobime kazdy ¢len druhého mnohoclenu l~(m + n) =Im+
n,
= (k+1)-(m+n)=km+kn+Im+ In.
Viz nasledujici nacrt.

k+l1

m+n§ k-m [-m

Déleni mnohoélenu

1) Déleni jednoclenii
Pti d€leni jednoclent postupujeme tak, ze vydélime koeficienty a mocniny  se stejnym zakladem. Za

vysledky vzdy uvadime podminky, pfi kterych ma dany vyraz smysl.

27w’
Napt.: 27w’ :9 =222 =335
3 2
pPdq
P’q’pg= =p°q; p#0,q#0.
pPq

2) Déleni mnohoclenu jednoclenem

Déleni mnohoclenu jednoclenem ziskame tak, Ze jednoclenem, ktery je rtizny od nuly, vydélime
kazdy ¢len mnohoclenu. Nasledné zniklé podily poté secteme (odecteme),
Napi.: (18a* —6a> +24a)= (184" :6a)- (64> : 6a)+(24a : 6a)=
=3a’—a+4;a=0.
Nékdy k zapisu deleni pouzivame zlomkovou ¢aru napt.:

88u° +77uv — 66u’v’
11u

(88u3+77uv—66u2v2):11u: =8u’+7v—6u’; u=0.

3) Déleni mnohoclenu dvojclenem

Pti d€leni vzdy sepisujeme ¢leny mnohoclenti postupne:
10



(8% —19r+27r° —21r*) = (27/° —21r* +8/° =19r).
,,Obecné plati pravidlo, Ze vydélime 1. ¢len délence 1. clenem délitele, ziskanym jednoclenem
vynasobime délitel a tento vysledek odecteme od délence, takto pokracujeme do té doby nez

dostaneme nulu, nebo kdy je stupen délence mensi nez stupen délitele. ““ (Peskova, Mulacova, 1998)
Pro nazorné pochopeni uvadim piiklad s postupem:
(x* —14x> +6x-60): (x—2)=
(¥ —14x* +6x—60): (x—2) = x> —12x+30
- (x3 -2x° )
—12x* +6x

—(~12x* —24x)

30x - 60
—(30x-60)

0

4) Deleni mnohoclenu mnohoclenem se zbytkem
Postupujeme podobné jak u predchoziho ptikladu, sefadime ¢leny mnohoclenti sestupné a délime.

Pokud stupent délence je mensi nez stupeni délitele, tak déleni ukoncujeme a tfikdme, ze délime se
zbytkem.
Napt.: (4x° +8x> +4x—4): (x+5)=
(4x* +8x + 4x—4): (x+5) = 4x” —12x + 64 (zbytek —324)
—(4x> +20x)
—12x% +4x

—(~12x* - 60x)

64x —4
—(64x+320)

—-324
Zakladni algebraické vzorce (a + b)?, a? — b? a jejich grafické znazornéni.
1) (a+b) = (a2 +2ab+b2) = (x+5) = (x2 +10x+25)
2) (a+b)-(a-b)=a’-b*> = (z+9)-(z-9)=z" -81

,, Rozdil druhych mocnin se rovna soucinu souctu a rozdilii obou zakladu.

11



.............................................................. b
1
a-b a |
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, .
___________ —
3) (a—b) =(a® —2ab+b*) = (2y—7) =(4y” —28y +49)
a-b b
(a—b) =
a
________________ p—
a’ - ab +
F 2 I
b ab b°| b
- a a b

Rozklady mnoho¢leni

Rozkladem mnohoc¢lenu myslime zéapis ve tvaru souc¢inu nékolika mnohoclenti nizsich stupiiti. Nékdy

je zapotiebi skloubit nasledujici postupy.
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Vytykani spolecného nejvétsiho délitele pred zavorku

Pti vytykani spole¢ného nejvétsiho délitele postupujeme tak, Ze danym jednocClenem vydélime
postupné cely mnohoclen.

Napt.: a’b+ab—a’bh’ = ab(a +1—ab’ )

1) Postupné vytvkdni

Pii postupném vytykani vhodné spojime ¢leny mnohoclenu do skupin, ze kterych vytykame. Pokud
najdeme v novych mnohoclenech spolecné mnohocleny, postup opakujeme.
Napt.: z—xz—yz’ +xz° = z(y —x)+ 22(—y+x): z(y—x)—zz(y—x) =

ey )

2) Rozklad pomoci vzorcii

Rozklad pomoci vzorct je vlastné o opacny proces umocnovani pomoci vzorct.
Napt.: 9¢> —42¢d> +49d* = (3¢-7d°) ,

81x° —36y% = (9x° =6y J9x* +6y).

Kraceni lomenych vyrazi
Kraceni lomenych vyrazi, provadime tak, ze Citatele i jmenovatele vydélime stejnym vyrazem

riznym od nuly. Uvedeme podminky, pii kterych mé vyraz smysl.

2
Napt.: @:i , pg° 20 = p#0,g#0.
p

P9

Rozsifovani lomenych vyrazi
Lomeny vyraz roz$ifime tak, Ze Citatele 1 jmenovatele nasobime stejnym vyrazem riznym od nuly.

Dale ur¢ime podminky, za kterych mé vyraz smysl.

S¢itani a odcitani lomenych vyrazi

1) Se stejnymi jmenovateli

Pfi sCitdni a odCitani lomenych vyrazli se stejnym jmenovatelem secteme (odeCteme) Citatele a
jmenovatele opiSeme, pokud je to mozné, vyraz kratime. Je nutné uvést podminky, za nichZ mé dany
vyraz smysl.

y 2y+1+y+6_2y+l+y+6_3y+7.

Napt-.: = s y#—4.
y+4 y+4 y+4 y+4

2) S riiznymi jmenovateli
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Sc¢itat a odcitat lomené vyrazy s ruznymi jmenovateli znamena pievést vyrazy na spole¢ného
jmenovatele. Poté seCteme piipadné odecCteme Citatele a opiSeme spolecného jmenovatele. Také je
zapotiebi urcit podminky, pfi kterych ma vyraz smysl.

5z Tz 3z 10-5z-5-7z-2-3z 50z-35z-6z 9z

Napi-.: - - = = = ;
P 222 525 10(z 1) 10(z-1)  10(z-1)°

z#1.

Nasobeni lomenych vyrazi
Nésobeni lomenych vyrazi uré¢ime tak, Ze soucin citatell lomime sou¢inem jmenovatelii. Nejprve

kratime vyrazy a poté ndsobime. Uvedeme podminky, pii kterych maji vyrazy smysl.

pP-pa qa _plp-9q) q _p-q q

2p  4p’-4¢> 2p  4p-q9lp+q) 2 Ap-qfp+q)

_ 4qlp-9) _ ¢
8(p-q)r+q) 8(p+q

Napt.:

);p¢0,p¢q,p¢—q-

Déleni lomenych vyrazii

Délit jeden lomeny vyraz druhym znamend vyndsobit prvni vyraz prevracenym vyrazem k druhému

vyrazu. Je dilezité uvést podminky, za kterych maji vyrazy smysl.

. P 48r+16 rP =16 (r+4)r+4) (s+3) (r+4)s+3)
Napt-.: : ~ = . __ _
s+3 (s+3) s+3 (r+4)(r—4) r—4

:rs+3r+;1rs+12; s#-3rtdrs 4.
’/‘_

Uprava sloZenych lomenych vyrazi
,Lomeny vyraz, ktery ma v citateli nebo jmenovateli opét lomeny vyraz, se nazyva sloZeny lomeny
vyraz. “ (Coufalova a kol., 2000)
Uprava slozenych lomenych vyrazii se uskuteéni tak, Ze lomeny vyraz v ¢itateli vydélime lomenym
vyrazem ve jmenovateli. Nesmime zapomenout na ur¢eni podminek, za kterych maji vyrazy smysl.

4y’
Ty 2 2 2

Napt.: 8v' _ 4u3 : 16u2 _ 4u3 32 __u
lou 8y 32y 8y’ 16u 2v

327

i ;uz0,v20.
4

u
2v
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B6a. Matematické ucebni ulohy, jejich misto v matematickém vzdélavani na ruzném

stupni a typu Skoly. Didaktické funkce, typologie, metody FeSeni. Prace

s matematickvmi u¢ebnimi ulohami ve vvuce jako reflexe odbornvch a didaktickvch

kompetenci ucitele.

Ucebni dloha je kazda situace, podnécujici fesitele (zaka) k uvédomélé ¢innosti, ktera smétuje k dosazeni
stanoveného ucebniho cile. Mizeme tedy ulohu povazovat z vyzvu k ¢innosti. Matematickd uloha je
vyzvou k matematické ¢innosti.
Cinnost je zamé&fena na viechny aspekty uéeni:
* obsahovy, znamenajici objeveni novych matematickych poznatkil, zopakovani matematického
uciva nebo provéfeni jeho zvladnuti - napt. nasobeni ¢tyfmi, pojem zlomku aj.,
* operacni, vyjadrujici, které uebni a poznavaci ¢innosti a operace zak pii feSeni ulohy uzije -
napft. reprodukce znamych fakti, ,,asudek*, myslenkova analyza a syntéza aj.
+ stimula¢ni (motivaéni), tvofeny zajmy, sklony a potfebami zédka. Motivacni silou ulohy se
rozumi zpusobilost navodit prave ty aktivity, které jsou k tispéSnému feseni potieba,
* formativni, tzn., ze umoziuje nejen dosazeni vysledku, ale vede 1 k osvojeni Cinnosti, ktera k
nému sméfuje - napf. algoritmus pisemného déleni jednocifernym délitelem,

* regulativni (tloha je prostiedkem, jimz lze zdkovu ¢innost organizovat a fidit).

Matematickou ulohou je napiiklad linearni algebraicka rovnice o jedné neznamé, numericky piiklad na
pisemné s¢itani dvoucifernych Cisel, sloZzena slovni tloha, sestrojeni trojihelniku, jsou li dany jeho dvé

strany a thel jimi sevieny, problémova tloha, vyzadujici objeveni strategie feSeni aj.

Struktura matematické ucebni ilohy
+ predmétna komponenta (mnoZina objektd, o nichz je v lloze fec, a vztahy mezi témito objekty),
» pozadavek na FeSeni tlohy (vyjadieny jako pokyn k feseni tlohy ¢i otazku ulohy),
* operator (souhrn operaci, které je nutno uskutecnit v souladu s podminkami tlohy, aby byl splnén

pozadavek ulohy).

Didaktické funkce tlohy

1) motivovat pomoci matematické ulohy znamena vyvolat zajem zakl o nasledujici vyklad nebo cviceni,
aktivizovat zaky, zdavodnit uzitenost nové probiraného poznatku, zajistit pozornost zakii a vytvorit
zadouci tvlrci pracovni klima. Motivaéni hodnota ulohy je vyznamnd pro jeji piijeti zdkem (a tedy i pro
jeji ispésné teSeni) a zavisi nejen na obsahu a tématu lohy, ale také na subjektivnich faktorech, jako jsou

schopnosti a vlastnosti osobnosti fesitele. |:> motivaéni funkce
1



Motivacni funkce tllohy
» Pokuste se posoudit a ndsledné porovnat motivacni potenci nasledujicich dvou ucebnich tloh:
* (1) Po mistrovstvi svéta v hokeji bylo zverejnéno, Ze nds reprezentacni brankar mel 92 procent
uspesnych zasahii. Jak této zprave rozumite?

*  (2) Porovnejte podilem cisla 92 a 100.

2) matematické uloha mtze byt vyuzita pii vykladu nového uciva — pii objasiiovani nového pojmu nebo
vytvafeni nové matematické dovednosti. Umozituje ndzorn¢ objasnit podstatu vytvareného pojmu a
zaradit jej do didaktického systému uciva. Matematicky obsah a namét ulohy pii vykladu nového uciva je
tteba volit pfiméfené, redlné, odpovidajici skutecnosti a zkuSenostem zakili, srozumitelné a jednoznacné
formulované. |:> didaktické funkce
Uloha pti prezentaci nového uéiva:
Primérna rychlost

*  Ridic ujel za 3 hodiny 210 km. Jakou jel priimérnou rychlosti?

* Podilem 210:3 = 70 vypocitame, kolik kilometrt by ujel kazdou hodinu, kdyby jel celou

vzdalenost 210 km stéle stejné rychle.

Toto ¢islo nazveme primeérnou rychlosti.

3) tfeSeni matematickych uloh je jednim z dilezitych zpusobu aplikace ziskanych poznatkl a jejich
procvi¢ovani a upeviiovani. Uvedend funkce matematickych uloh poskytuje zaklim ptilezitost vyuzit
osvojené védomosti a dovednosti pii feseni praktickych, realnych problémd. Ulohy k procvicovani tvori
obvykle didakticky promyslenou Fadu, poskytujici moznost diferencovat poctem 1 obtiznosti feSenych
uloh. |:> aplikaéni funkce

Uloha jako nastroj diagnostiky schopnosti a znalosti Zaka:

4) matematické tlohy maji funkci diagnostickou. Jsou nezastupitelnym prosttedkem kontroly dosazené
urovné védomosti, dovednosti a vlastnosti osobnosti zdka, nastrojem pro zjistovani vysledki uceni

obvykle formou pisemnych zkousek.

Typologie matematickych ucebnich uloh (podle riznych kritérii)
1) v§imame-li si toho, které matematické jevy, poznatky, védomosti, dovednosti jsou obsahem tulohy,

jsou potitebné k feSeni, miizeme rozliSovat napt. tllohy

» aritmetické, geometrické, algebraické, ...
» aritmetické tlohy na sc¢itani, od¢itani, nasobent ,...

* aritmetické ulohy na s¢itani v oboru numerace do 100, do 1000,...



aritmetické ulohy na sc¢itani v oboru do 100 bez piechodu ptes desitku, s pfechodem pies

desitku,...,

2) kritériem pro tfidéni uloh miize byt mira tvorivosti FeSitele pii feSeni. MiZzeme rozlisit ulohy

standardni - které k feSeni vyuzivaji znamého vzorce, pravidla nebo postupu (navodu, ,,receptu®,
algoritmu),

nestandardni (problémové), k jejichz vyfeseni znamé postupy a algoritmy nestadi. Zak musi
feSit (matematicky) problém, hledat a objevovat metodu fteSeni (heuristika), protoZe jeho
dosavadni zkuSenost feSeni tlohy neumoziiuje. Postup feSeni ulohy neni znam, feSitel hleda cestu

k vysledku originalnim zptisobem. Problémové ulohy vyzaduji hluboké soustiedéni, invenci a Cas.

Stupeni heuri¢nosti je typicky pfikladem, kdy je nutno brat v tvahu nejen tlohu samu, ale 1 kompetence

jejiho fesitele. Pro nékteré zaky je tloha heuristickd, pro nékteré je jeji feSeni pouze rutinni zalezitosti.

Podle toho, jaky charakter objektii, o nichz se v tloze jedna (pfedmétnd komponenta), miizeme rozlisit:

ulohy, vnichz vystupuji matematické vyrazy (Cisla, konstanty, proménné, aritmeticky a
algebraicky vyraz, ...), vyjadfené adekvatni matematickou symbolikou, nazveme tulohy ,,Cisté
matematické®,

ulohy, jejichz predmétnou komponentu tvoii redlné objekty z nematematické oblasti, popisujici
redlnou situaci pfirozenym jazykem, se oznacuji jako slovni ulohy (praktické, textové, ...). Slovy

jsou v nich vyjadreny vztahy mezi podminkami tlohy a otdzkou, mezi idaji danymi a hledanymi.

Zakladem feSeni uloh je Gplné a spravné porozuméni textu Glohy — Ctendiskd gramotnost. To znamena

rozpoznat a pochopit matematické problémy, fesit je a vyuzivat matematické znalosti.

Reseni kaZdé matematické tilohy ma tyto &asti:

- tadné ptecteni, pochopeni ulohy,

- rozbor a urceni vztahu mezi podminkami tlohy,

- nalezeni matematické metody, kterou budeme tlohu fesit,

- feSeni lohy pomoci matematického aparatu a jeho zapis pomoci matematické symboliky,

- zkouska (ovéfeni) spravnosti fesent,

- diskuze nad feSenim ulohy popft. zobecnéni zaver.

Velmi vhodné a pfehledné rozdéluje matematické llohy Prof. RNDr. FrantiSek Kufina, CSc.

D¢li je na:

e kalkulativni — sestavené ulohy,
e rozhodovaci — zjistit, zda plati nebo neplati zadani ukolu,
e urcovaci — podle pokynt provést tkol,

¢ konstrukéni — narysovat obrazce podle dispozic,
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e dukazové — dokdzat pravdivost n¢jakého tvrzeni.
Dale podle ukolu, které maji tlohy ve vzdélavacim procesu, je déli na:
e motivacni,
e instruktivni,
e procvicovaci,
e diagnostické,
e kontrolni.
Podle narocnosti feSeni ulohy d¢li na:
e cviceni — Zaci pouZzivaji znalost jednoho postupu,
e ulohy jako takové — zaci pouzivaji kombinaci nékolika algoritm,
e problémy — zaci se musi soustiedit, musi mit hlubsi znalosti, dovedou zobecnovat a na feSeni maji

dostatek Casu.

Vyznamny piedstavitel tzv. realistického vyu¢ovani matematice Hans Freudenthal (Mathematics as an
Educational Task, 1973) rozliSuje tlohy
*  “realistické®,
,pararealistické* a
+ (ist¢ matematické (numerické piiklady).
Priklad realistické ulohy
»  Konstrukcni bod K urcuje velikost miistku. Rozlisuji se ti druhy miistku: stredni (K 90 m), velky
(K 120 m), mamuti (K 180). Délka ndjezdu na strednim miistku byva kolem 80 m, na velkém

mustku asi 90 m, na mamutim mustku asi 100 m.

*  Kdyz zavodnik dosahne konstrukcniho bodu mistku, ziska 60 bodii. Skoci-li méné, odecita se mu
za kazdy metr podle druhu mustku urcity pocet bodu. Skoci-li vice, pricita se stejny pocet bodii.
Na velkem muistku se odcita nebo pricita 1,8 bodu za kazdy metr, 0,9 bodu za kazdého pul metru.

Vypocitej, kolik bodii ziskali zavodnici na velkem miistku za délku skoku:

Délka skoku (m) 121 119 121,5 119,5 123 142,5 131
Pocet bodu 61,8 582 62,7

“Pararealistické” (slovni - kontextové tlohy):
(1) Pani Dvorakova zaplatila za dvé a piil kila hovéziho masa 375 K¢, pani Navratilova za 1,5 kila

veprového 195 K¢. Které maso bylo drazsi? O kolik?



(2) Zahrada pani Hruskové ma délku o 2 metry vetsi nez Sirku. Obvod zahrady je 160 metri. Jaké
rozméry ma zahrada? Jaka je vymera zahrady?

(3) V kosmetickeé kazeté byla sada tri stejnych mydel a parféem za 845 K¢. Cela kazeta stale 951 K¢. Kolik
stoji jedno mydlo, ma-li pouzdro kazety hodnotu 25 K¢?

(4) V nasi tride je 29 zaku. 12 deéti ma sestru, 18 déti ma bratra. Alena, Boris a Tomdads nemaji zZadného
sourozence. Kolik déti ve tridé ma bratra i sestru?

(5) Mirek dostal penize na nakup tenisovych micku. Kdyby koupil 5 micku, zbylo by mu jeste 10 K¢.
Kdyby koupil 7 mickii, musel by si jesté 22 K¢ pujcit. Kolik korun stoji jeden tenisovy micek?

Slovni ulohy a jejich FeSeni
Slovni tlohy netvofi ve Skolské matematice samostatny tematicky celek, ale prolinaji celym
matematickym ucivem. Jejich feSen je povazovano za pietrvavajici metodicky problém.

* maji svoji matematickou strukturu, kterd je dana probiranym u¢ivem — zadané udaje (podminky
ulohy), hledané udaje (otdzka tlohy nebo pozadavek na feSeni) a vztahy mezi nimi,

* kontextova stranka slovni ulohy, jeji namét, téma. Namétem slovni ulohy muaze byt jakéakoli
redlna situace. Tematika slovnich tloh Cerpa z redlného, zaktim blizkého prostredi Skoly a rodiny,
obce, regionu, z historie, z aktudlni technické a ekonomické praxe, vyuzivd poznatkd z jinych
Skolnich pfedmétid a rozmanitych oblasti Zivota spolecnosti, zdbavné a rekreacni matematiky.
Slovni tloha ma byt pro zédka vzdy urcitou vyzvou - kontextova stranka musi provokovat jeho
zvidavost,

* slovni Ulohy mohou byt riznym zpisobem prezentoviany, formatovany, ,,aranZovany*
(textem, diagramem, ...)

Predevsim z didaktickych divodu se slovni ulohy, v nichz se aplikuji védomosti a dovednosti zakl o
pocetnich vykonech, tfidi na jednoduché a slozené.
Jednoducha slovni uloha se feSi jednim pocetnim vykonem. Obvykle je v jednoduché slovni uloze
vyjadiena realna situace se dvéma znadmymi udaji. Otazka Glohy je zamétena na urceni neznamého udaje,
ktery je s tidaji danymi v urcitém vztahu.
Miizeme je zatadit do nasledujici typologie:
a) ulohy na s¢itani:
O urceni souctu
Ve trideé je 12 chlapcii a 15 dévcat. Kolik je ve tridé vsech Zakui?
0 zv¢tsi Cislo o nékolik jednotek
Z jednoho pole se sklidilo 127 tun brambor, z druhého o 58 tun vice. Kolik tun brambor se
sklidilo z druhého pole?

b) tulohy na od¢itani



0 urceni rozdilu
Dédecek natrhal 87 kg jablek, 45 kg prodal. Kolik kg jablek mu ziistalo?
0 zmenSeni ¢isla o n€kolik jednotek
Petr ma 20 knih, Ondra ma o 6 knih méné. Kolik knih ma Ondra?
0 porovnavani rozdilem (jsou dana dvé Cisla, ma se urc€it, o kolik je jedno z nich mensi nebo
vetsi nez druhé)
Jana ma 50 korun, Mirka ma 20 korun. O kolik korun ma Mirka méné nez Jana?
¢) ulohy na nasobeni
0 urceni souctu stejnych s¢itanci
Zavodii se zucastnila 4 druzstva po 6 zavodnicich. Kolik bylo vsech ucastnikii zavodu?
0 zvétseni Cisla n¢kolikrat
Chodnik je Siroky 2 metry. Silnice je pétkrat Sirsi. Jak Sirokd je silnice?
0 urceni poctu uspotradanych dvojic
Na jidelnim listku jsou 3 polévky a 8 hlavnich jidel. Kolika zpiisoby se host miiZe sestavit
obéd?
d) ulohy na déleni
0 d¢leni (rozdélovani) na stejné ¢asti
T7i chlapci se rozdélili stejnym dilem o 12 bonbonu. Kolik dostal kazdy?
0 déleni podle obsahu
Kolik chlapcii si rozdélilo 12 bonbonii, kdyz kazdy dostal 4 bonbony?
0 zmenSeni ¢isla nékolikrat
Topol je vysoky 20 metrii, jablon je pétkrat nizsi. Jak vysoka je jablon?
0 porovnavani podilem
Auto ujede za hodinu 60 km. Dobry chodec ujde za hodinu 6 km. Kolikrat méné ujde za

hodinu chodec?

Rozlisuji se také tlohy piimé a nepiimé.
Piimé ulohy jsou takové, v nichz formulace zadani odpovida pocetnimu vykonu, kterym se tloha fesi.
Piimymi Glohami jsou vSechny, které byly uvedeny v ukdzkach uvedeného tfidéni. Naptiklad formulace
,0 6 méné* v textu tlohy vede na od¢itani, ,,pétkrat vice™ vede na nasobeni.
Neptimé tlohy se obvykle fesi opacnym pocetnim vykonem, nez naznacuje formulace zadani. Text ulohy
»svadi zaka k uziti nespravného pocetniho vykonu.
Tak tloha

Ve trideé je 8 chlapcu, dévcat je dvakrat vice. Kolik je ve tride devcat?

je uloha piima formulace ,,dvakrat vice* vede k ndsobeni, uloha se nasobenim také fesi.



Preformulovana uloha, vyjadiujici tutéz realnou situaci
Ve tridé je 16 devcat, coz je dvakrat vice nez chlapcu. Kolik je ve tride chlapcu?

je uloha neptima — formulace ,,dvakrat vice* vede k nasobeni, ale tiloha se fesi délenim.

Slozena slovni uloha vyzaduje k feSeni alespont dva pocetni vykony, které ovSem nemuseji byt rtizné,
naptiklad dvakrat se uzije s¢itani. Kazdy pocetni vykon fesi jednu ulohu jednoduchou. Slozena tiloha neni
ovSem prostou sumou dvou nebo n¢kolika jednoduchym tloh — tyto dil¢i tlohy na sebe vyznamové
navazuji a jsou mezi sebou funkéné propojeny. Rozmanitost slozenych slovnich uloh je dana jednak
poctem dil¢ich jednoduchych uloh, jednak jejich typem. Tato skutecnost prakticky znemozinuje uplatnit

jakoukoliv vycCerpavajici typologii.

Reseni slovnich viloh

Disledné dodrzovani schématu: zapis — mnoZinovy diagram — rovnice — odpoveéd.

Redlné zivotni problémy a situace, které je mozno fesit matematickymi prostiedky, mohou byt ptrevedeny
na matematické tlohy. Postup, jenz z dané realné situace s redlnym problémem vede k tloze matematické
nebo k matematické formulaci danych vztahl, se oznacuje jako matematizace realné situace (slovni
ulohy). Zpétny prechod od vysledku vyfeSené matematické ulohy k vysledku slovni ulohy (do reality,
z niz byla matematicka tloha vytvofena) je interpretace vysledku v plivodni situaci.

a) postup pfi feseni jednoduché slovni ulohy

* rozbor ulohy, v€etné struéné¢ho zaznamu zadani, ptip. nékterého zptisobu grafického znazornéni,

* vyjadieni struktury ulohy matematickou symbolikou a jeji feSeni matematickym aparatem
(pfevedenim na aritmetickou ulohu a numerickym vypoctem) nebo feSeni piimym vhledem
(Gsudkem) nebo grafickymi nebo algebraickymi metodami (rovnici ¢i soustavou rovnic) nebo
experimentem,

» kontrola spravnosti jednak numerickych vypoctl, jednak posouzeni redlnosti feseni tlohy,

+ formulace odpovédi na otazku ulohy.

b) postup feseni slozenych tloh

* synteticky, spocivajici v syntéze jednotlivych kroki, feSeni jednotlivych dil¢ich jednoduchych
uloh (vychodiskem jsou podminky tlohy, co zndme?, sméfujeme otdzce: co ztoho miiZeme
vypocitat?),

+ analyticko-synteticky, v némz lze rozlisit fazi analytickou (jejim vysledkem je nalezeni planu

feSeni) a Cast syntetickou (v niz realizujeme plan feSeni provedenim numerickych vypocti).



B6b. Strany a uhly v pravouhlém trojuhelniku, trojuhelnikova nerovnost.

Algebraicka a geometricka definice PV, véty obriacené, zobecnéna PV.

Uziti v planimetrii a stereometrii.

STRANY A UHLY V PRAVOUHLEM TROJUHELNIKU

Pravouhly trojihelnik = trojuhelnik s vnitfnim tthlem 90° (s pravym vnitinim thlem)
=> pravy uhel je z vnitinich uhll nejvétsi (zbyvajici dva musi dat dohromady také 90°)
=>strana proti pravému uhlu je nejdelsi (pFepona), zbyvajici dvé jsou kratsi (odvésny)

vSechny pravouhlé trojuhelniky s dal§im uhlem a jsou si podobné (podle véty uu) => maji stejny tvar =>

podle pomért jejich stran zavadime goniometrické funkce, které z uhlu tento pomér vyprodukuji.

C

Ve

o Cb o\ Ca
C

e strana c je pieponou trojuhelniku ABC

e strany a, b jsou odvésnami trojihelniku ABC

Trojuhelnik Ize sestrojit, plati-li trojuhelnikova nerovnost. Soucet dvou stran je vEtsi nez velikost treti.

Goniometrické funkce
V pravouhlém trojihelniku plati zakladni goniometrické funkce a jejich vztahy.
Goniometrické funkce sinus, kosinus (cosinus), tangens a kotangens (cotangens)

e vwjadruji (nomér) mezi jednotlivimi délkami stran v pravouhléem trojuhelniku.

a protilehla

Sin X = — = —
c  prepona
b  pftilehla
oS X = — = —
c prepona
a protilehla
g =—-=—77—7—
b prilehla
b ptilehla
cotg X = — =

a protilehla



TROJUHELNIKOVA NEROVNOST
Trojuhelnikova nerovnost je dulezity vztah, ktery v trojahelniku plati.

Soucet kazdych dvou stran trojuhelniku je vétsi nez strana tieti.
Pro strany kazdého trojuhelniku ABC tedy plati tfi nerovnosti
a<b+c

b<a+c
c<a+b

Vyjadiime-li a ze vSech tii nerovnosti, dojdeme k uspornéjSimu zapisu téhoz

|[b—cl<a<b+c
Usegky o délkach a, b, ¢ jsou stranami trojuhelniku, pravé kdyz plati

|[b—cl<a<b+c

Z = X+y

Co by se stalo, kdyby tato nerovnost neplatila? Tj. pokud platilo, Ze jedna strana je delsi nez zbyvajici dvé v
souctu? Nemohl by vzniknout trojuhelnik, protoze ty dvé strany budou pfili§ kratké a ,,nedosdhnou na sebe*

a>b+c

Trojuhelnik nemiiZe vzniknout

Pokud by tam platila rovnost, tj. dvé strana by byly v souctu stejn¢ dlouhé jako tfeti, strana, pak by pfi
pokusu narysovat trojihelnik by vSechny body lezely na jedné ptimce:

a=b+c

Trojuhelnikova nerovnost se pouziva i pii definicich jinych pojm, ¢asto néjak souvisejicich se vzdalenostt,
kde je tento princip nejptirozenéjsi. Pokud se budeme bavit o vzdalenostech v realném svéte, tak jisté plati,
7e prima cesta (vzdusnou Carou) z Prahy do Bma je urcité krat$i nez cesta z Prahy do Liberce a pak z

Liberce do Brna.



PYTHAGOROVA VETA
e Jedna z nejslavngjsich vét celé geometrie snad i matematiky jako takové, se kterou se takika
kazdy setkd jiz béhem povinné skolni dochazky.
e Je ji véta pojmenovana podle véhlasného Pythagora, jenz ji v 6. stoleti pt. n. 1. objevil pro Evropu,
resp. starovéké Recko, a¢koliv byla ziejmé zndma uz diivéj§im starovékym civilizacim, napf.

Cing, ¢aste¢né snad i Egyptu.

Geometricka definice

,Obsah Ctverce sestrojeného nad pteponou libovolného pravouhlého trojuhelniku je roven souctu obsahti

¢tvercti nad obéma jeho odvésnami.*

Algebraicka definice

c? = a? + b?

kde a a b jsou délky odvésen v trojuhelniku a ¢ je délka piepony.
Trojuhelnik ABC je pravouhly s pravym uhlem pri vrcholu C pravé tehdy, kdyz pro velikosti jeho stran

plati
|AB|? = |BC*+ |CAJ?

V kazdém pravouhlém trojuhelniku je druhd mocnina délky piepony rovna souctu druhych mocnin délek
obou odvésen.

Diikaz ¢. 1 (graficky dikaz)

Necht je dan ¢tverec o strané délky a + b, ktery mizeme slozit dvéma zpisoby
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e Na obrazku a) je tento Ctverec sloZzen ze 2 Ctvercii o stranach délek a a b a Ctyf shodnych
pravouhlych trojuhelniki o strandch délek a, b, c.
e Na obrazku b) je tento Ctverec slozen ze ¢tverce o strané délky ¢ a ¢tyf shodnych pravouhlych

trojuhelnikti o stranach délek a, b, c.

D b C D a G b G
:)i\ \; _-///' \/ o > k
a a L N a b| ¢/ [ e -
} " y / / 2z \k . g F
B \l ~ c 7

\
\‘ d C \ y 7
N A D KA
a

b B A b 5 B

Obrazek a) Obrazek b)

e Ctverce o strandch a a b z obrazku a) ndm symbolizuji obsahy ctverch nad odvésnami

pravouhlvych trojahelnikdi.

e Ctverec o strané c z obrazku b) nam ukazuje obsah ¢tverce nad pfeponou.

Ve Ctvercich o stranach a + b z obrazku a) a obrazku b) ndm v kazdém ze ctverci zbudou 4 shodné
trojuhelniky.
Z rovnosti obsahu &tverce o strané a + b pii obou zpiisobech sloZeni pak plyne i Pythagorova véta ¢? =

a’® + b?.

Diikaz ¢. 2
Ctyii stejné trojuhelniky o stranach a, b, ¢ slozime tak, aby vytvofily &tverec o strané a + b s prazdnym

¢tvercem o stran¢ ¢ uprostied.

a

Podle obrazku vidime, ze obsah velkého ¢tverce miizeme vypocitat dvéma zplsoby:

1. §=(a+ b)?

11



2. S=4- a?b+c2

Z rovnic dostaneme:

ab
(a+b)*=4- 7+c2

ab
a’?+2ab+b*=4- 7+c2

a’ + 2ab + b? = 2ab + ¢*/—2ab

a’ + b? = ¢?

V¢éty obracené:
Jsou-li a, b, ¢ délky stran v trojithelniku a plati-li pro né c¢?> = a? + b? |, pak je trojihelnik pravouihly a c je
délka prepony.

Délku strany a nebo b ziskame po jednoduché upravé rovnice.
a=+c2—b2
b =+/c?— a?

Pomoci obracené Pythagorovy véty rozhodujeme o tom, zdaje dany trojiihelnik pravouhly.

Zobecnéni Pythagorovy véty

Nahrazeni étverci jinymi obrazci
Ctverce lze ve formulaci véty zaménit jakymikoliv jingmi obrazci (kruznici, obdélnikem, trojuhelnikem,
pétinhelnikem) za piedpokladu, Ze jsou si navzajem podobné a jejich Sitka je imérna délce prislusné strany

trojihelnika.

Soucet obsahtl t&chto obrazcii nad odvésnami bude opét shodny s obsahem obrazce nad pieponou. Ze to
vyplyva z formulace ptivodni véty se Ctverci nad stranami trojihelnika, si uvédomime, kdyz uvazime, ze
obsah kazdého z obrazcii je diky platnosti predpokladi imérny obsahu ¢tverce nad danou stranou a konstanta
umérmosti k je vzdy taz diky vzéjemné podobnosti obrazcti i ¢tverct. Pokud dosadime za plochu ctverct do

vzorce k-nasobek plochy obrazce, 1ze rovnici vykratit ¢islem k a dostaneme hledané zobecnéni.

12



N’Eﬂac +Areaﬂc =

¥ Proof
=12.84 + 17.46 =30.3
AB
oM =T-tan(a:) =Area,

Areannon = %AB OM = [%tan(a)] AB?
Areapg = n- Asaog = [Etan(a)] - AB?

Similarly,
Areapr = [Etan(a:)] CAC

Areapc = [Etan(a)] -BC?

Then:

BC? + AC? = AB? = Areapc + Areaac = Areaap
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¥ Proof

AIEEBC * AreaAc =

10.2 + 4.07 = 14.27 A (a8 .."-"«E!2
= + = =— —_— =—.
. . . FEEAB 3 5 T 3

=,.d|r¢aa~lﬂlB

Similarly,

AC

area, L[ 28 ) T oac?
a3 7 ) ™7

areag, = [ 58 ) - Tgc?
=2l 2 ) TE

Then:

2 2 2
BC +AC =AB &= Arech+AreaAC:AreaﬁB

Zobecnéni na jiné dimenze

Vétu Ize zobecnit 1 na vice nez dvé dimenze. Naptiklad pokud umocnime délku thlopticky kvadru (napt.
cihly) na druhou, bude se toto ¢islo rovnat souctu ¢tverct délek vSech ti rozmért kvadru. Analogické vztahy
plati 1 v euklidovskych prostorech vyssich rozmért. Matematicky feceno je zde Ctverec délky (normy) vektoru
roven souctu ¢tvercil jeho soufadnic v libovolné ortonormalni bazi. Tuto predstavu lze zobecnit 1 na prostory

nekoneéné dimenze.

14



Zobecnéni na jiné uhly — Kosinova véta

V trigonometrii je kosinova véta tvrzeni o rovinnych trojihelnicich, které umoziuje spocitat uhel

v trojuhelniku na zékladé¢ znalosti vSech jeho tii stran.

Pro kazdy trojtihelnik ABC s vnitinimi thly «, 5,y a stranami a, b, c plati:

a? = b?+c? —2bccosa
b? = c? +a? — 2cacosf

c? =a?+ b?—2abcosy

Specialni pripad kosinové véty = Pythagorova véta: Pokud je ihel y =90°

cosy = 0 a tudiz c? = a? + b?

UZITI V PLANIMETRII A STEREOMETRII

Planimetrie je cast geometrie pojednavajici o vzijemnych vztazich a vzddlenostech rovinnych

geometrickych utvard, tj. geometrickych utvart, které jsou ¢asti dvourozmérné roviny.
konstrukéni vyuziti
slovni ulohy

urci rozméry trojuhelniku, kdyz jedna jeho strana ma rozmér V5, v7 apod.

Stereometrie - prostorova geometrie

Vypocitej télesovou uhlopticku kvadru, krychle

Vypocitej télesovou thlopiicku v pravidelném Sestibokém hranolu, kdy délka podstavy je 10 cm, délka
hrany 15 cm.
Vypocitej objem kvadru, kdyz znas a =7 cm, tél. uh = 15¢cm, st. uh. — 10cm?

15



B7a. Problematika evaluace v matematice. Méreni pedagogickvch jevu, aplikace

zakladnich statistickych pojmii v pedagogické teorii a Skolské praxi. Didaktické testy.

Chybnyv vvkon zaka v matematickém vyvucovani, jeho analvza a interpretace.

ZAKLADNI FAKTA

nezbytna soucast vyucovani je provérovani védomosti, dovednosti, navykt, jejich hodnoceni a
klasifikace

zjisténi, jestli zaci pochopili a zvladli uc¢ivo pfedepsané osnovami (uZziti na ptikladech)

vysledkem je klasifikace fizend klasifika¢nim fadem (stanovuje Skola dle Skolského zdkona

561/2004)

Hodnoceni zaku

Kazdé sdéleni ucitelt uréené zakiim o jejich Gspésnosti, chybéach, postojich. Zaméiuje se na hodnoceni

mnozstvi, rozsahu, hloubku zakova vykonu popft. na vlastnosti zdkova vykonu (kvalitu, rychlost, aktivitu,

samostatnost,...).

Funkce klasifikace

kontrolni (zjiSténi stavu védomosti a dovednosti zak)

vzdélavaci (prohlubovani védomosti a dovednosti Zaka)

vychovna (odpovédnost zakl za vysledky své prace)

diagnosticka (zjistovani stupné osvojenych védomosti a dovednosti)

informacni ( poskytnuti zpétné vazby hodnocenému, hodnotiteli, rodictim, skolské sprave)

motivacni (formativni — vétSinou pozitivni strdnka hodnoceni — potieba zaka zazit tispéch)

Pro splnéni vSech funkci musi byt hodnoceni a klasifikace pribézné, komplexni, objektivni a pravdivé.

K provéfovani prace zakii pouzivame zejména ustni zkouSeni, pisemné zkouSky, hodnoceni vysledkl

samostatné prace, pozorovani prace zaki, kontrola domdci ptipravy zdka.

Informace ziskavame:

didakticky test (ndstroj systematického zjistovani vysledkl vyuky, vlastnosti: validita, reliabilita,
prakti¢nost, obtiznost, citlivost)

pozorovani (standardizované — ovéfené na vzorku populace, nestandardizované — pisemka)
projekty (Skolni, doméaci, kratkodobé, sttednédobé, dlouhodobé)

aktivity zakt (prubeézna praci, vlastni zkoumani, pokusy)



Metody ziskavani informaci je vhodné kombinovat, aby se vyvazily urcité klady a nedostatky.

Nezapominat pfi klasifikaci na zaky se specifickymi vyvojovymi poruchami(3-4% zéaki):

dyslexie (specificka vyvojova porucha ¢teni)

dysgrafie (specificka vyvojova porucha psani)

dysortografie (spec. vyv. porucha pravopisu)

dyskalkulie (spec. vyv. porucha pocitani)

dyspinxie (s. v. p. jemné motoriky — jemna motorika, tedy jen ruce)
dysmuzie (s. v. p. hudebnich schopnosti)

dyspraxie (s. v. p. hrubé motoriky)

Vétsinou je vyskyt vyvojovych poruch v kombinaci. Vznikaji specializované tiidy matetskych a

zakladnich kol i ZS pro déti se specifickymi poruchami uéeni.

Pti zjiStovani urovné zakovskych védomosti a dovednosti musi volit ucitel takové formy a druhy

zkousSeni, které odpovidaji schopnostem zéka a na néz nema piipadné porucha negativni vliv.

Soucasné trendy v hodnoceni:

od subjektivniho hodnoceni k vyssi objektivite

od globalniho hodnoceni k diferencovanému

od externiho hodnoceni k internimu

od sumativniho hodnoceni k formativnimu

od hodnoceni faktografickych védomosti k hodnoceni porozuméni

od tuloh s vybérem odpovédi k tloham s tvorbou odpovédi (popt. odpovédi s otevienym koncem)
od abstraktnich matem. tloh ke kontextovym

od hodnoceni toho co Zaci nevédi, k hodnoceni toho co védi

Didaktickyv test

Jeden z nejpouzivanéjSich zdrojii informaci pro hodnoceni ve Skolské praxi je nestandardizovany test.

Zakladni vlastnosti:

validita - platnost
reliabilita - spolehlivost
prakti¢nost

obtiznost

citlivost



Etapy konstrukce (sestaveni) testu

1. analyticka faze — stanoveni cile, vymezeni obsahu

2. synteticka faze — vybér vhodnych tloh, vypracovani zadani testu

3. optimaliza¢ni faze — ovéfeni kvality sestaveného testu na vzorku zaka
Pozorovani
Sledovéni smyslové vnimatelnych jevii, zejména chovani osob, prabéh déji.

RozliSujeme pozorovani:

e standardizované a volné (nestandardizovan¢)

e terénni a laboratorni

e systematické a nesystematické

e zUCastnéné a nezcastnéné
Dal$im zdrojem informaci pro hodnoceni muze byt pribézna prace zakli ve vyucovani, realizace
praktickych ukolt, vlastni badani (zkoumani, pokusy).

Vhodné je metody kombinovat, aby jejich klady i nedostatky byly vyvazené.

Hodnoceni testu — uZiti jednoduchych statistickych postupt

Ohodnotime zcela spravné teseni uloh odpovidajicim poctem bodl (dle obtiznosti a zvladnuti uciva).
Ziskame maximalni poc€et bodl a provedeme pievod na klasifikacni stupnici. Spravnost takové stupnice
je samoziejmée relativni.

Bézné ucitel dale sestavuje tzv. frekvenéni tabulku vysledkti (znamek), dosazenych v konkrétni tride.
Déle se miize stanovit aritmeticky primér, piipadné dalsi charakteristiky souboru dat (modus, median).

aritmeticky pramér — podil souctu hodnot a poctem téchto hodnot

modus — napf. zndmka, kterd byla dosazena nejcastéji

medidn — napf. znamka, ktera je stfednim ¢lenem uspotadané posloupnosti dosazenych znamek

Chybnyv vvkon zaka

Chybovat je lidské. Kdo nic nedéld, nic nezkazi.
Tyranie spravné odpovédi — dliraz na naprostou spravnost feSeni (pretrvava silni bariéra mezi zdkem a

predmétem, zakem a ucitelem). Strach z chyby paralyzuje Zaka.
Chybou rozumime vykon, ktery je nespravny, nedostacuje poZadovanym cilim uéeni. K profesnim
dovednostem ucitele matematiky patfi nejen odhalit, ale také identifikovat a spravné interpretovat chybny

vykon zéka.

Klasifikace chyb:



e podle kognitivni hodnoty (smysluplné, nesmysluplné)
e podle nositele chyby (individualni, hromadné¢)

e podle zavaznosti (podstatné, nepodstatné)

e podle typicnosti (bézné, neobvyklé)

e podle organizovanosti (pravidelné, nahodilé)

Ucitel matematiky se obecné zaméfi na zjiSténi, Ze chyba je (nikoliv na jeji pfic¢inu).

Prace uditele s chybou zaka, etapy (faze):

- detekce chyby (zjisténi, jak se zak chyby dopustil)

- identifikace chyby (posouzeni, jaka to chyba je)

- interpretace chyby (hledani pfi¢in, proc k chybé doslo)
- korekce chyby (odstranéni, oprava, reedukace chyby)

Priklad:

Ukézka mozného zpracovani didaktického testu pro 4. roénik ZS

1. Vypocitej a vysledky zaokrouhli na desitky:

21 +3768-1530+85

62+1972-2327+50

2. Jeden s¢itanec je 9, druhy scitanec je jeho trojnasobkem. Urci soucet.

3. Vypocite;j:

200 + 600

500 + 400

900-300

700 - 700

500 + 500

800 -0

4. Turista cestoval autobusem a vlakem. Za jizdenku na autobus zaplatil 110 K¢, za
jizdenku na vlak o 40 K¢ méné. Kolik zaplatil za obé¢ jizdenky dohromady?

5. Narysuj tsecku AB délky 4 cm. Potom narysuj tisecku CD, ktera je shodna s
useCkou AB. Ur¢i graficky soucet tisecek AB a CD.

6. Petr si koupil ¢okoliadu a knizku. KniZka stala 70 K¢, coZ bylo desetkrat vice, nez

¢okolada. Kolik utratil? Kolik mu zistalo ze stokoruny?

V tloze €. 6 testu se stava typickou chybou zaka napt. nasledujici feseni:
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Knizka ... 70 K¢, ¢okolada stoji 70: 7 = 10 K¢, cely nakup stal 70 + 10 = 80 K¢, vratili mu
100 - 80 =20 K¢.

Evaluace (z fr. évaluer, vyhodnotit) znamena:
1. vyhodnoceni néjakého predmeétu, oblasti, ziskani spolehlivych informaci o ném,

2. ptipadné i jeho zhodnoceni, to jest systematické pfisouzeni hodnoty, stanoveni kvality

O evaluaci se hovoti tam, kde se hodnoceni zaklada na dikladném sbéru informaci a na jejich odborném
zpracovani s cilem ziskat spolehlivé podklady pro piipadna rozhodnuti. Ve spolecenskych védach je
evaluace soucasti empirickych metod zkoumani. Protoze evaluace obvykle souvisi s pfipravovanym nebo
ofekavanym rozhodovanim, musi celit riznym, casto protichidnym tlakiim a dil¢im, skupinovym
zajmum. Zaroven je zde velké nebezpeci zneuziti domnéle objektivnich informaci k prosazeni téchto
z4jmli. V tomto smyslu mohou zaujaté a tedy nepravdivé "evaluace" slouzit jako zastérka pro dalsi

rozhodnuti.

Evaluace lze rozliSovat podle vice kritérii:

e zda ma slouzit:
0 védeckym ucelim a tyka se tedy napiiklad ti¢innosti metod a prostredka,
0 spiSe praktickym uceliim a tyka se konkrétniho procesu, instituce;
e kdo ji provadi a jaké si ptfitom stanovil cile:
0 ten, kdo ma rozhodovat, naptiklad majitelé firmy, vedeni resortu a podobn¢;
0 hodnocena instituce sama, tzv. autoevaluace;
O nezavisla instance, tisk, ob¢anské sdruzeni;
o ve které fazi se evaluace provadi:
0 planovaci evaluace (pii planovani, resp. pfed zapocetim procesu/projektu, nckdy
oznacovana téz jako ex-ante evaluace)
0 formativni evaluace (v prabéhu realizace procesu/projektu, nékdy oznaCovana téz jako
pribézna ¢i interim evaluace)
O sumativni evaluace (souhrnné zhodnoceni po ukonceni procesu/projektu, nékdy
oznacovana téz jako ex-post evaluace)
e n¢jaky druh informaci se evaluace zamétuje:
0 evaluace cili
0 evaluace procesi

0 evaluace kvalitativnich zmén



Pti evaluaci se vyuziva Siroka skala kvantitativnich 1 kvalitativnich metod a technik, napf.:
e Dotaznikové Setieni
e Experiment
e Prizkum vefejného minéni
e Kbvalitativni analyza
e Kvalitativni vyzkum
e Pozorovani
e Piipadova studie
e Statistika

e Testovani hypotéz

Kli¢ovym momentem evaluace je zajisténi nestranného a vécného zhodnoceni, pfiméiené

pfisouzeni vahy jednotlivym informacim, vyzkumim atd., véetné sestaveni hodnoticiho

sboru odborniku.



B7b. Mnoziny bodu dané vlastnosti, konstruk¢éni ulohy. Thaletova kruzZnice.

Jedna se o mnoZiny bodl v roving, v nichZ jsou vSechny body, které maji danou vlastnost, a Zadné

jiné.

Symbolicky zapisujeme M = {Xp; ¢(X)}, kde ¢ je vyrok tykajici se bodu X ve vztahu k jinym

objektim roviny p.

Mnozina M vsech bodul roviny p s danou vlastnosti, je mnozina, pro kterou plati:

Kazdy bod s danou vlastnosti patfi do mnoziny M.

Kazdy bod mnoziny M mé danou vlastnost.

Podminky je mozné za pomoci obmény nahradit ekvivalentnimi vyroky:

Kazdy bod, ktery ma danou vlastnost, patti do mnoziny M.

Kazdy bod, ktery nema danou vlastnost, nepatii do mnoZziny M.

Pfi vySetfovani konkrétni mnoziny bodid dané vlastnosti v rovin¢ je nutné potvrdit obé tyto
podminky. Ptikladem mnoziny bodli dané vlastnosti miize byt kruznice zadana stiedem S a kladnym
realnym cislem (polomérem) r, coz je mnozina vSech bodl, které maji od stiedu stejnou danou

vzdalenost. Symbolicky v roviné p Ize zapsat M = {Xep; | XS| = r}.

Kazdy bod X, ktery je od stfedu vzdalen r, lezi na této kruznici. Oproti tomu, kazdy bod kruznice je
od stfedu vzdalen r. Je tedy potvrzeno, jak tato mnoZzina vypada. Druhym tvarem podminek se kruZznice
vyjadii takto: Kazdy bod, jehoz vzdalenost od stfedu je rovna r, nalezi kruznici. Naopak kazdy bod, jehoz

vzdalenost od stfedu je riizna od r, na kruznici nelezi.

Pi'ehled nejuzivanéjSich mnoZin v§ech bodu dané vlastnosti v roviné

1, KruZnice

e mnozina v§ech bodi, které¢ maji od daného bodu S danou vzdalenost 7, je kruznice k(S,r)
o tato kruznice je také mnozinou vSech stieda kruznic, jez maji dany polomér » a prochazeji danym

bodem S



2, Osa usecky

e mnozina vSech bodi, které maji stejnou vzdalenost od dvou danych navzajem riznych bodu 4,B,
je osa usecky AB, ktera je kolma k usecce AB a prochézi jejim sttedem S

e tato osa usecky je také mnozinou vsech stiedii kruznic, jez prochéazeji danymi body A4, B

o Q

3, Osa pasu

e mnozina vSech bodi, které maji stejnou vzdalenost od dvou danych navzajem rtiznych rovnobézek
P.q, je osa pasu jimi omezené¢ho

e tato osa pasu je také mnozinou vSech stiedl kruznic, jez se dotykaji danych rovnobézek p,q

~q
=

- o

4, Osa uhlu

e mnozina vSech bodl, které maji stejnou vzdalenost od dvou danych riznobézek p,q, jsou
navzajem kolmé osy uhli sevienych pfimkami p,q
e tyto osy uhlu jsou také vyjma jejich prisec¢iku ¥ mnozinou vsech sttedd kruznic, jez se dotykaji

danych riiznobézek p,q



5, Ekvidistanta primky

e mnozina vSech bodi vrovingé, které maji od dané piimky p stejnou vzdalenost, se
nazyva ekvidistanta ptimky p.
e jinou moznosti, jak ekvidistantu o vzdalenosti v definovat, je mnozina stiedii vSech kruznic

o poloméru v, které se ptimky p dotykaji (pfimka p je jejich tecnou).

6, Normala primky

e mnozina vSech stfedu kruznic, které se dotykaji dané ptimky p v jejim daném bodé¢ 7, je piimka n

jdouci danym bodem 7 kolmo k dané ptimce p (normala ptimky p v bodé 7) vyjma bodu T

7, Normala kruZnice

e mnozina vSech stfedi kruznic, které se dotykaji dané kruznice k(S,7=|ST]) v jejim daném bod¢ 7,

je ptimka n=ST (normala kruZnice & v bod¢ T) vyjma bodt S, T



n
{

y

[ .
\ _

8, Soustifedné kruZnice

e mnozina vSech stiedil kruznic, které se dotykaji dané kruznice k(S,7) a maji dany polomér ', jsou

soustiedné kruznice ki (S,7+r') (pro vn&jsi dotyk s k) a k2(S,|r-r'|) (pro vnitini dotyk s k)

Thaletova kruZnice

e mnozina vSech bodt, z nichz je danou tsecku AB vidét pod pravym thlem, je kruznice sestrojena
nad primérem AB (tzv. Thaletova kruznice nad danym primérem) vyjma boda 4,B
o tato Thaletova kruznice je jinak také mnozinou vSech vrcholl
pravych whld, jejichz ramena prochazeji danymi dvéma rtiznymi body
A,B
10




Pt.: Sestrojte kruznici k, kterd se dotyka dvou libovolnych rovnobézek a, b vzdalenych od sebe 5

cm a libovolné pticky rovnobézek p, ktera vSak neni na rovnobézky kolma.

Naért a rozbor:

? Jaké musi byt vzdalenost hledaného stfedu S kruznice k od obou rovnobézek a, b ?
Musi byt stejna, kruznice se ma obou rovnobézek dotykat.

? Na které mnoziné€ bodu bude tedy neznamy stied S lezet ?

Na ose pasu o rovnobézek a, b

? Jaky bude polomér kruznice k ?

2,5 cm; je to polovina vzdalenosti rovnobézek a, b

? Kruznice se ma dotykat pricky p, jakou vzdalenost musi mit stied S od této pricky ?
Vzdalenost musi byt 2,5 cm stejné jako vzdalenost stredu S od obou rovnobézek

? Na které mnozin¢ bodl bude stfed S také lezet ?

Na primkach q, q° rovnobéznych s primkou p a vzdalenych 2,5 cm od primky p

? Co tedy muzes fici o nezndmém stfedu S a poloméru kruZnice & ?

Lezi na pruniku dvou mnozin bodii — osy pdsu o a primky q (nebo q’)

Tuto nasi diskusi nahradime pfi rozboru stru¢nym zapisem:

11



S € 0,kde o je osa pasa romobezek a, b

Seq.qll p av(p.q) =25cm
S€eong

V nacrtu a v postupu konstrukce staci pracovat pouze sjednim feSenim (pfimka q). Ve vlastni

konstrukci uvadim vsechny ptimky (q,q"), které splituji podminky ulohy.
Postup konstrukce:

lail &, pricka p rovnobi&dk ab
200 je osapasa . b

3q.9l p Av(p.q) =25cm
4S.Seong

5k(S;r =25cm)

Konstrukee:

Zavér: kruznice vyhovuji, iloha mé dvé feseni v roving.
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B8a. Didaktické prostiredky pro vvucovani matematice. U¢ebnice matematiky, jeji

funkce a parametry. Informacni a komunikac¢ni technologie v matematickém

vzdélavani. Multimedidlni prostiedky, interaktivni systémy a technologie

v matematickém vzdélavani, aktualni software pro Skolskou matematiku.

UCEBNICE MATEMATIKY

- didaktické prostfedky jsou vSechny piredméty, které zprostfedkovavaji a umoziuji pribch

wewvr

Ucebnice je druh knizni publikace uzpusobené obsahem a strukturou k didaktické komunikaci.

NejrozsitenéjSim type je Skolni ucebnice.

$kolni uéebnice plni funkce

prvek kurikula (prezentuje ur€ity vysek planovaného obsahu vzdélavani

didakticky prostfedek (informacni zdroj pro zaky a ucitele, fidi a stimuluje uceni zak)

obecny model scénare vyucovaciho procesu
Z4ci maji dostupny 1 model ucebnice, ucitelé mohou pouzivat vSechny ucebnici majici dolozku

ministerstva Skolstvi. VétSina ucebnic vychazi ze vzdélavaciho programu Zakladni $kola.

Typy uéebnice

1. ucebnice obsahujici zdkladni ucivo matematiky II. stupné (zdkovi k dispozici celé 4 roky).
Vétsinou k ni je sbirka ptikladii. Nevyhodou je stru¢ny vyklad a metodické zpracovani. Vyhodou
je stald moznost uziti, kdykoliv opakovat z ptfedchozich ro¢nikti (pfili§ se nepouziva).

2. UcCenice zpracovavané pro jednotlivé tematické celky. Vhodné pro niz$i rocniky viceletych
gymnazii nebo pro specializované tfidy RVM. Vyhodou je hlubsi zpracovani tématu, vice
piikladi. Nevyhodou je vy$si pofizovaci cena. Vhodné také pro koly, které v ramci SVP zméni
usporadani kapitol (v rocniku i mezi ro¢niky).

3. Utebnice zpracované pro piisluiné roéniky ZS (pouziva se nejvice). Klasické usporadani (kazda
kapitola za¢ina ptikladem s vysvétlenim pojmu a uciva, dale ptiklady na procvicovani). Pti kratsi
absenci je zak schopen s touto ucebnici mensi celek zvladnout sam.

Volbu ucebnic tidi pfedmétova komise s ohledem na potfeby a moznosti skoly (ktery typ, jaké autory).

Méla by byt vybrana vzdy ucelena fada pro I. resp. II. stupeii ZS.

Analyza Skolni ucebnice se zamétuje na strukturu didaktického textu, jeho rozsah, obtiznost, didaktickou

vybavenost atd. U¢ebnice matematiky prosly slozitym vyvojem. V tivodu kazdého ¢lanku bylo piehledné



a nazorn¢ shrnuto probrané ucivo, pak byly cviceni dle logické navaznosti a dle obtiznosti, zajistujici

upeviiovani uciva.

Kvalifikovany ucitel matematiky by mél dokazat posoudit kvalitu u€ebnice i jeji vhodnost pro sviyj vlastni

pfistup, styl vyu€ovani.

Vvvoj u¢ebnic

- dor. 1976 nazyvany pocetnice (tenkrat se matematice fikalo pocty)
- prvni pocetnice tiSténa v Norimberku r. 1530, v Praze r. 1558

V soucasnosti pouzivany pracovni seSity (cviCebnice, n¢kdy soucasti ucebnic, procvicovani formou

samostatné prace), pracovni ucebnice (spojeni obou typt ucebnich textit), sbirky (numerické ptiklady,

ulovy s vysokou motivacni hodnotou,...). Nékteré ucebnice doplnény o metodické ptirucky pro ucitele.
Rizna nakladatelstvi (Prométheus, Fortuna,...). Aktudlni informace o vydavanych ucebnicich poskytuji

katalogy nakladatelstvi, odborné ¢asopisy.

Neékterd kritéria objektivniho hodnoceni uéebnic:

e kompatibilita obsahu ucebnice s ucebni osnovou daného ro¢niku (vymezeni v pfislusném vzdél.
programu)

e vécnou spravnost obsahu u¢ebnice (bez odbornych nedostatki a tiskovych chyb)

e didaktickou efektivitu ucebnice (jak usnadiiuje realizacni ¢innost ve vyuc¢ovani)

e priméfenost textu a uloh, v€ku a mentalni Grovni 74kl (jak usnadnuje uceni zaklim, vcetné
motivacniho aspektu)

¢ informatickou vybavenost ucebnice, véetné funkéniho ¢lenéni do kapitol, ptehledu uciva, zakiim
pfiméteného jazyka a grafické upravy

e socialni kvalifikaci ucebnice (zda byla ovéfena v praxi a s jakym ohlasem, existence posudkd,
opatiena schvalovaci dolozkou)

e ckonomicka kritéria (zZivotnost ucebnice, cena atd.)

Ucebni pomucky pro matematiku

- slouzi jako nastroj poznavani véci a jeva

- vychodiskem redlné predméty (fyzikalniho) svéta, smysly ditéte vnimatelné

- zvlastni vyznam maji uméle vytvorené, ikonické nebo symbolické reprezentace raznych
matematickych pojmt (znaky, modely, grafickd schémata)

Rozlisujeme u¢ebni pomucky

- demonstracni (pracuje s nimi ucitel, Casto pii vykladu nového uciva)
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- zékovské (multiplikaty), s nimi pracuji jednotlivi zaci

Zasady pii praci s uéebnimi pomuckami

- vybér a pfiprava ucebnich pomicek (ucitel ma ptfehled o pomickach na Skole, o novych
pomuckach na trhu — katalogy, nakladatelstvi, odborné ¢asopisy

- pouzivani pomucek ve vyucovani (pomuicky nejsou cile vyuky, pouze prostiedkem ke zvySeni
efektivity vyucovani)

Pfiklady tradi¢nich pomucek:

e redlné predméty

e stavebnice

e geometrické skladanky

e hry typu puzzle

e pocitadla

e demonstracni tabule

e geometrické modely téles

e (tvercové sité, sit€ se soustavou souradnic

K vyucovacim prostfedktim patii také vybaveni Skolni tfidy (tabule) a pfistrojové vybaveni (projektor).

Informacéni a komunikacéni technologie

- stale Castéjsi prostredky ve vyucovani matematice (kalkuldtory, vypocetni technika)
Vyuziti kalkuldtoru v matematice neznamend zmenSeni narokiéi na poctaiské dovednosti Zzakd.

Kalkulator slouzi ke kontrole vysledkii, k urychlovani a usnadnéni vypocti.

Vyuziti kalkulatoru:
e Kalkulatorem ovéfujeme a korigujeme vysledky vypocti (metoda odhadni a zkontroluj).
Odhadni vysledek a sviij odhad zapis. Potom vypocitej pomoci kalkulatoru a porovnej
vysledek se svym odhadem: 103292: 28 =
e Kalkulator je vyuzivan i ve smyslu didaktické (u¢ebni) pomutcky ke hram nebo soutézim (hra
kalkulator piSe, soutéz pocitani s kalkuladtorem a bez ngj,...).

Vypocitej pisemné a vysledek zkontroluj vypoctem na kalkuldtoru: 103 292 : 28 =

Je potieba systematické snahy o modernizaci vzdélavani s ohledem na rozvoj informacni spolec¢nosti.

Zakladni cile:

- zajisténi kvalitniho ICT vzdélavani ucitell (rozvoj informacni a pocitacové gramotnosti)
3



- rozvoj podilu ICT do vyuky jednotlivych pfedméta
- zajisténi dostupnosti technologii (dodavka a sprava HW, pfipojeni k internetu)
VyuZzivani ICT neni vazéano jen na jeden pfedmét. VyuZiti ICT Ize ve vyuce matematiky, chemie, jazykd,

fyziky, ....

Interaktivni vyuka

Novou metodou je interaktivni vyuka, jejimz hlavnim cilem je nabidnout Zakim zébavnéjsi a méné
stereotypni formu vyuky. Tim se zvétsi jejich motivace k u€eni. DalSim cilem je aktivni zapojeni zakt do
vyuky.

Interaktivni vyuka nejCastéji probihd pomoci interaktivni ucebnice a interaktivni tabule. Dilezitym
znakem interaktivniho vyu€ovani je nazornost a systemati¢nost. Soucasti vyuky jsou audio video
nahravky s materidly, webové odkazy s dal$imi informacemi o probirané latce. Dlraz je kladen i na
mezipredmétové vazby, coz pomaha détem uvédomit si, ze jednotlivé poznatky je nutné kombinovat

s jinymi, propojovat je, nikoliv separovat.

Multimédia
Pokud ma byt vzdélavaci proces ucinny, je potfeba optimalizovat vzdélavani jako celek (obsah, metody,
prostiedky). Jednim z néstroju jsou moderni technologie, multimédia, didaktickd technika.

Didaktickd technika —soubor materialnich vyukovych prosttedka (stroji, pfistroji, technickych zatizeni),

ktery ma bezprostredni vztah k plnéni vyukovych cilt.

Vyvucovaci prostiedky:

- nematerialni (vyucovaci metody, organiza¢ni formy, vyucovaci zasady)

- materidlni (vyucCovaci a zakovské pomitcky, Skolni prostory a jejich vybaveni, didakticka
technika)

Multimédia — kombinace rtiznych sdélovacich prostiedki, fotografii, ... pohledy na tento pojem:

1. klasicky — souhrn jednotlivych médii, jejichz pomoci lze informaci prezentovat (uebnice,
videokazeta,...)

2. pocitacovy — zpisob prezentace dan¢ informace (textové, graficky, pomoci zvuku ¢i obrazu).
Odtud pak pojem multimedialni pocita¢ (PC vybaveny pro zpracovani a prezentaci zvuku ¢i

obrazu).



B8b. Konstrukce trojuhelnikii podle vét sss. sus, usu, Ssu (ssu). Konstrukce

s vyuzitim dalSich prvka (vvsky, téznice, kruznice opsana a vepsana, usekovy uhel).

Ctyriuhelniky, jejich déleni a zakladni konstrukce. UZiti p¥i FeSeni tloh.

Trojuhelnik - teorie

je geometricky utvar ureny tremi body, nelezicimi v jedné piimce.

- definujeme jej jako prunik 3 polorovin uréenych body ABC

e soucet vnitfnich uhla je 180°

strany trojuhelniku spliuji trojihelnikové nerovnosti: Soucet dvou libovolnych stran je vzdy delsi
nez strana tfeti, nebolia+b>c,a+c>b,b+c>a, kde a, b, c jsou strany trojuhelniku.

Druhy trojuhelniki

Podle stran

e Obecny trojuhelnik (téZ riznostranny) — Zadné dv¢ strany nejsou shodné

e Rovnoramenny trojuhelnik — dvé strany jsou navzdjem shodné, ale nejsou shodné s tteti stranou

e Rovnostranny trojihelnik — vSechny strany jsou shodné

[ NAVA

Obecny Rovnostranny  Rovnoramenny

Podle uhlu

e Ostrouhly trojuhelnik — vSechny vnitini thly jsou ostré

e Pravouhly trojuhelnik — jeden vnitini ihel je pravy, zbyvajici dva jsou ostré

e Tupouhly trojuhelnik — jeden vnitini Ghel je tupy, zbyvajici dva jsou ostré

a0°

Ostrodhly Pravoidhly Tupodhly
Vyska

- jeusecka, jejimiz krajnimi body jsou vrchol
trojuhelniku a pata kolmice vedené timto
vrcholem na prot¢jsi stranu.

- Pfimky, na nichz lezi vysky, se protinaji v L
jednom bodg¢, ktery se nazyva d
ortocentrum. A

Ortocentrum lezi bud’ uvnitf trojuhelniku, pokud je ostrouhly, nebo u pravouhlého trojihelnika
splyva s jeho vrcholem, pfi némz je pravy thel anebo lezi vn€ u tupothlého trojuhelnika.



TéZnice
- usecka, jejimiz krajnimi body jsou stied
strany a protilehly vrchol trojuhelniku.
- se protinaji v jednom bodg¢, ktery se nazyva
tézisté.

A%

té&nice ........... i, &, L
stfedy stran ... S, S;, S
tézisté ............ T

- Teziste rozdeluje kazdou té€znici na dva dily 5%

A%

vrcholu je dvojnasobek vzdalenosti od stiedu protéjsi strany.

Mrw

Stiredni pricka

- spojnice stiedit dvou stran (dvou pat téznic).

- rovnobé&zna s piisluSnou stranou a ma
velikost poloviny pfislu$né strany.

- Stiedni pficky dohromady rozd¢luji

stiedni pfigky ... s., s, S:
stfedy stran ...... 888

trojuhelnik na ¢tyfi shodné trojuhelniky

Eulerova primka

vt v

- pfimka, kterd prochazi tézistém a ortocentrem.
- Na Eulerové ptimce lezi i stfed kruznice opsané

KruzZnice opsana trojuhelniku

- kruZznice, kterd prochazi vSemi vrcholy
trojuhelniku.
- Stted kruznice opsané lezi v praseciku os

stran, polomér se rovna vzdalenosti stiedu
libovolného vrcholu.

KruZnice vepsana trojuhelniku

- -je kruZnice, kterd se dotyka vSech stran
trojuhelniku.

- -Stfed kruznice vepsané lezi v priseciku os
vnitinich uhli, polomér se rovna kolmé

vzdalenosti stiedu od libovolné strany.

KruzZnice pripsana trojuhelniku

- -je kruznice, ktera se dotyka jedné strany trojuhelniku a

primek, které jsou prodlouzenim zbyvajicich stran
trojthelniku.
- Stted kruznice piipsané lezi v praseciku osy jednoho

vnitiniho Ghlu a dvou vnéjSich thlu pti zbyvajicich dvou

vrcholech. Kazdy trojihelnik ma tfi kruznice pfipsané.

Usekovy tihel

- Uhel, jenz svira tétiva AB kruznice k s te¢nou t

kruZnice opsana ... k (S;r)

osy stran .............. 0, Oy, O-
stied kruznice ....... Se0,mno,0,
polomé&r kruznice ...r = |JAS| od

kruZnice vepsana ... k (Syr)
osyuhld .................. Q, G, O
stfed kruznice ......... Seg, g0,
polomér kruZnice .... r = [S,AB|

dvou




Obvod a obsah
Obvod: o=a+b+c,kdea, b, cjsou strany trojihelniku

avg

Obsah: S= , kde vq je vyska prisluSna strané a

Herontv vzorec: 5= \/5(5 - ﬂ-)(S - b)(s - C) ,kdes = %, kde o je obvod

Konstrukce trojuhelniku

Pti kazd¢ konstrukci budeme dodrzovat nasledujici schéma:
1. Rozbor

- Rozbor bude vzdy obsahovat naértek. Zde si nakreslime od ruky trojihelnik a vyznac¢ime na ném
barevné, co je zaddno. Nacrtek ndm pomize vymyslet, jak postupovat pii konstrukci.

- Druha ¢ast, kterou bude rozbor vzdy obsahovat je urc¢eni podminek FeSitelnosti ulohy. V této
casti oveéiime, jestli trojihelnik 1ze podle danych parametri sestrojit.

2. Zapis konstrukce
- Konstrukci zapisujeme postupné, jak ji budeme provadét pomoci matematickych znacek a
symbolti. Jednotlivé body konstrukce piSeme na zvlastni fadky a oznacujeme Cisly.
3. Konstrukce
- Ptesné podle pravitka, kruzitka, thloméru a dalSich rysovacich pomiicek sestrojime zadany
trojihelnik.
4. Diskuze

- Urcen pocet feSeni v jedné poloroving.

Trojihelnik miZe byt urcen:
e (sss) délkou vsech tfi stran
O pfi konstrukci nejprve strana a 2 kruznice — jejich prinik 3. bod
e (sus) délkou dvou stran a velikosti thlu, ktery sviraji
O strana, polopfimka svirajici dany thel, kruznice — prinik kruznice a poloptimky 3. bod
e (usu) délkou strany a velikosti thll, které k ni ptiléhaji
O strana, 2 polopfimky o danych tihlech — kde se protnou, tfeti bod
e (Ssu) délkou dvou stran a velikosti thlu proti vétsi z nich
O strana, polopiimka svirajici dany thel, kruznice — prinik kruznice a polpf.

Konstrukce se zadanou vySkou

- vyuziti vlastnosti, ze vyska urcuje vzdalenost bodu od protéjsi strany — konstrukce rovnobezky se
stranou ve vzdalenosti v
- vyuziti vlastnosti, ze vyska je kolma ke stran¢ — Thaletova kruznice

7



Konstrukce se zadanou téznici

- vyuziti vlastnosti, Ze t€Znice urcuje vzdalenost vrcholu od stfedu protéjsi strany — kruznice

Vv v

- pfizaddni dvou téZnic sestrojime t&€zisté (ve 2/3 délky téznice od vrcholu)

Konstrukce se zadanym polomérem KruZnice vepsané

- stfed kruznice lezi na osach vnitinich ahla
- polomér je kolmé vzdalenost stfedu kruznice od strany (pii konstrukci rovnobézka se stranou ve
vzd. r — k nalezeni stfedu)

Konstrukce se zadanym polomérem KruZnice opsané

- stfed kruznice leZi na oséach stran
- polomér je vzdalenost stiedu kruznice a vrcholu (kruznice z vrcholu o r — nalezeni sttedu)

Ctyiihelniky — teorie

e ZjednodusSené¢ lze fici, ze Ctyfuhelnik je n-thelnik pro n = 4.
e Miuze byt konvexni — vSechny tihly jsou mensi nez 180°, nebo nekonvexni.
e Soucet vnitfnich uhli je roven 260°.

Tti zakladni skupiny podle rovnobéznosti stran:

1) rovnobéZnik - ob¢ dvojice protéjsich stran rovnob&ézné
a) dale se d¢li bud’ podle uhla:
1) pravouhly - ¢tverec, obdélnik
i1) kosotuhly - kosoctverec, kosodélnik
b) nebo podle délek stran:
1) rovnostranny - ¢tverec, kosoctverec
il) riznostranny - obdélnik, kosodélnik
2) lichobéZznik - pouze jedna dvojice protéjSich stran rovnobézna
a) kromé¢ obecného lichobéznika zndme jesté dva specidlni typy:
1) rovnoramenny lichobéznik - nerovnobézné strany shodné
i1) pravouhly lichobéznik - jedno rameno kolmé k zakladné
3) ruznobéznik - ctyfuhelnik, jehoz zddné dvé strany nejsou rovnobezné

Nakonec Ctyfi typy Ctyithelniki, které rozdéleni podle rovnobéznosti stran nepostihuje:

e tétivovy - Ctyfuhelnik, jemuz Ize opsat kruznici

e tecnovy - Ctyithelnik, jemuz Ize vepsat kruznici

e dvoustfedovy - 1ze mu opsat i vepsat kruznici

e deltoid ("drak") - uhlopticky na sebe kolmé, jedna uhloptic¢ka (hlavni) ptli druhou (vedlejsi).
Kazdy deltoid je soucasné tecnovy Ctyitthelnik

e Obvody a obsahy



Obvod obecného ctyithelniku: 0 =a + b + ¢ + d, kde a, b, ¢, d jsou strany trojuhelniku

1
e o O = 5efsing. Y o o
Obsah obecného ctyfuhelniku: 2 kde e, fjsou délky uhlopticek a ¢ je (libovolny) thel,

ktery sviraji.

CTVEREC
0=4a KOSODELNIK
S=a o=2a+bh)
§ === (u e tiblopfitka tverce) S=av,=bv,
OBDELNIK LICHOBEZNIK
o=2{a+b} o=a+b+c+d
S=a-b g_laxe)v
2

KOSOCTVEREC
o=4a
S=a-v

e-f . . .
5 =—— (e, f jsou uhlopfitky kosoctverce)

2

Konstrukce obecného ¢tyrihelniku

- zadan 5 prvky

- konstrukce 3 bodu (trojuhelnik), pak nalezeni 4. bodu
Konstrukce ¢tverce

- zadana 1 strana

- uhlopficka, popt. poloméry kruznice opsané (1/2 u), vepsané (1/2 a)
Konstrukce obdélniku

- zadany 2 strany

- uhlopficka a strana, thlopficka a thel svirajici thlopticky
Konstrukce rovnobézniku

- zadany 2 strany a thel (u kosoctverce staci 1 strana a thel)
- 2 strany a vyska, popf. strana, vyska, tthel
- uhlopticky a uhel, ktery sviraji; popt. strana, hlopticka, thel/vyska

Konstrukce lichobézniku

- zadany napft. 3 strany a thel pfi zakladné
- strany a uhlopficky — konstrukce trojihelniku, pak 4. bod
- upravouhlého lich. nebo rovnoramenného lich.



B9a. Zakladni etapy vvvoje matematiky jako védy. Periodizace. Sméry vyvoje v

soucasné matematice. Historicka poznamka v matematice ZS.

Etapy vyvoje matematiky

1. etapa vzniku matematiky do 6. st.pf.n.l.

— pocatky matematiky jsou spjaty uz s zivotem pravekych lidi

— tzv. praktick4d matematika (napf. kolik ma ovci — kazda ovce jeden kaminek)

— nejstarsi doklad na nasem Uzemi je tzv. Véstonicka vrubovka (kost vlka s 55 zarezy)

— k prvnim poctarskym pomiickdm pattily ruce a rozviji se tak desitkova soustava. Po dlouhou dobu
lidé pouze scitali a odcitali. Pozdéji v souvislosti s méfenim obsaht pozemkl v zemédélstvi
vzniklo nasobeni

— s rozvojem spoleénosti Egypta, Mezopotamie, Ciny, Indie se rozviji i matematika (na egyptskych
papyrech se dochovaly néaro¢né geometrické a aritmetické tlohy, z babylonskych hlinénych
desti¢ek lze vycist pozoruhodné znalosti o feSeni kvadratickych rovnic, uzivani tabulek 2. a 3.
mocnin pro vypocet objemi téles

— kazda kultura si vytvoftila vlastni zapis ¢isel - vznikaji jednotlivé numeraéni soustavy

— zapamatuj si: ¢iselnou soustavou rozumime soubor pravidel pro pojmenovani a zapisovani Cisel, 3
nejznamejsi soustavy minulosti:

a. Egypt — k zapisu byly pouzity carky, které seskupovali po deseti, je oznacovana jako
aditivni (adice = s€itani), neznali nulu, u nasobeni se vypocet dosahl pomoci opakovaného
sCitani napf. nasobeni ¢isel 43x69 vypadalo takto: 1...69, 2...138, 4...276, 8...552,
16...1104, 32...2208
b. Sumerové a Babylonané — vyjadiovali ¢isla klinovym pismem, je to prvni pozi¢ni soustava
(lib. ¢islo miizeme zapsat pomoci 2 riznych znakd, zalezi na jejich pozici v zapisu)
c. Rim — fimsky zpisob zapisovani &isel se dosud vyuziva, je to nejznaméjsi nepoziéni
soustaval =1,V=5X=10,L=50,C=100,D=1500aM = 1000
— my pouzivadme soustavu z Indie, kterd se do Evropy rozsitila pomoci Arabli
— Vytvafi se pojem Cislo a obrazec, pocatky aritmetiky a geometrie

— matematika jako véda zatim neexistuje

2. etapa 6. st.pf.n.l. — 16. st.n.l.

— centrem je starovéké Recko ,,zlatd doba fecké matematiky* kdy byly ziskany a utiidény poznatky,

které tvori ve velké mife dosavadni dosah souéasné skolské mat.



filozof Pythagoras zalozil Skolu, kde zkouma geometrii (poucka o vlastnostech pravouhlého
trojuhelniku), objevil zdkladni vlastnosti pfirozenych ¢isel a jejich vzajemné poméry, objevuje
implikaci

pythagorejské figuralni ¢isla — trojuhelnikova cisla (1, 3, 6, 10,...) nebo ¢tvercova ¢asla (1, 4, 9,
16, 25,...) ty znazoriuji druhé mocniny piirozenych ¢isel

Aristoteles zaklada logiku

Euklides zavadi axiomatickou metodu a deduktivni vystavbu, definoval zékladni pojmy
geometrie jako napi. Bod je to, co nema Casti

Archimédes vzorce pro vypocty objemu a povrcht téles + infinitezimalni avahy

matematika se stava védou o stalych veli¢inach a geometrickych utvarech

rozvoj algebry a jeji symboliky

nové vysledky v oblasti trigonometrie, logaritmti a feSeni rovnic 3. a 4. Stupné

etapa vy$$i matematiky 17. — 19. st.

17. stol. zadsadni zlom v matematice — rozvoj fady pfirozenych ¢isel, zavadi se dynamické prvky —
proménna

Descartes objev analytické geometrie, Newton, Leibnitz zavedli pojem funkce, objev
diferencialniho a integralniho poctu

vznikaji nova odvétvi: diferencidlni geometrie, variani pocet

zménil se zpsob matematického mysleni

etapa soucasné matematiky 19. st. — souéasnost

vznikaji teorie, které nejsou modelem zZadné znamé situace v materidlnim svéte

Cantor zaklada teorii mnoZin, Lobacevskij vytvoril neeuklidovskou geometrii

obdobi zmén, byly upiesnény zékladni pojmy analyzy, pojmy funkce, limita, integral

z analyzy se vyd¢lily specialni oblasti: teorie funkci redlné proménné, konstruktivni teorie funkei,
funkce komplexni proménné, teorie diferencialnich a integralnich rovnic

vznikla teorie ditkazii a rozviji se matematicka logika

vznik pocitacli umoznil studium a feSeni netradi¢nich mat. uloh — vznik kybernetiky, kterd
vyuziva teorii pravdépodobnosti a matematickou logiku

dnes méa matematika ptes 800 disciplin

Periodizace podle Kolmogorova

1.

2
3.
4

tvorba elementarnich matematickych pojmu do 6. st. pi.n.l.
matematika konstantnich velicin 6. st. pf.n.l. — 16. st. n.1.
matematika proménnych veli¢in 17. — 19. st.

matematika zobecnénych kvantitativnich a prostorovych vztahti
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Sméry vyvoje v soucasné matematice

Novou tulohu pfi vyuce matematiky dostavd experimentovani, prace s ucebnici, pracovnimi sesity,

cviCebnicemi, sbirkou uloh i prace s ucebnimi pomilickami. Do uc¢iva na ZS byly zafazeny zaklady

statistiky a teorie pravdépodobnosti, posiluje se rozvoj funkéniho mysleni.

Vroce 1980 doporucila Narodni rada dohliziteld nad Skolni matematikou nékteré myslenky pro

vyucovani matematice v 21. stol.

12 hlavnich oblasti matematickych dovednosti pro 21. stoleti

1.

e

10.
11.
12.

vvvvvv

alternativni feSeni uloh, problému

sdélovani matematickych myslenek: méli by se ulit jazyk a symboliku mat., méli by byt schopni
prezentovat mat. myslenky

matematické zdlivodiiovani: méli by samostatné provadét ovéfovani mat. myslenek

aplikace matematiky na kazdodenni situace: méli by si v§Simat kazdodennich situaci, pirevadét je
do matematiky a umét je mat. zpracovat (grafy, tabulky, procenta)

hbitosti pii ziskavani ,,rozumnych vysledk*: rychlé feSeni nebo hledani hypotéz

odhady: Zaci by si m¢li osvojit jednoduché techniky pro odhadovani

vhodné vypocetni dovednosti: zrucnost pii s¢itani, od¢itani, ndsobeni, déleni,...

algebraické mysleni: méli by umét vyuzivat proménnych k vyjadfovani mat. kvantil a vyraza,
prezentovat mat. funkce a vztahy pomoci tabulek a graft

méfeni: pomoci konkrétni zkuSenosti si osvojit zakl. pojmy méfeni

geometrie: meli by chapat geometrické pojmy nutné v 3-rozmérném sveéte

statistika: mé€li by umét shromazd’ovat a organizovat udaje, umét Cist zavéry z tabulek
pravdépodobnosti: méli by chapat zékl. symboliku pravdépodobnosti, aby mohli urcovat

pravdépodobnost budoucich udalosti

Historicka poznamka

Ptilezitost obohatit vyuku a motivovat zaky pomoci poznamek z historie.

Nameéty vyuziti historie matematiky

e seznameni zakl s jinymi (nedekadickymi) Ciselnymi soustavami

fimské ¢&islice, zapisy letopodti a vyznamnych dat napi. DU: zjistéte, jaké letopodty jsou zapsany

fimskymi ¢islicemi na starych budovéch v mist¢ vaseho bydliste

ukazky zapist Cisel starovekych narodu (egyptské hieroglyfy, klinové pismo ndrodi Mezopotamie,

)



praktické uzivani pozustatkl ,,Ciselnych soustav* naSich predkl (par = 2, tucet = 12, mandel = 15,
kopa = 60, veletucet = 144)

prevadéni jednotek casu: hodina — minuta — sekunda

sezndmeni s dvojkovou ¢iselnou soustavou v souvislosti s poznatky o pocitacich

pfevadéni jednotek délky, hmotnosti a objemu

Jednotky délky: cesky loket, palec, stopa, yard, anglickd mile, ndmoini mile, versta,... jednotky
obsahu: 1jitro = 2, korce = 3, miry = 400,...

Zékladem starofeckych délkovych mér bylo je¢né zrno. 5 téchto zrn poloZenych vedle sebe davalo
palec, 4 palce = prst, 10 prsti = pid’, 3 pid¢ = prazsky loket

ukazky zajimavych poctatskych praktik minulosti

po¢itani na ABAKU — prvni mechanicka poéetni pomiicka ve starovékém Rimé& a Recku, byla to
dfevéna nebo hlinéna tabulka s rovnobéznymi ryhami, do nichz se vkladaly kameny, ryhy
predstavovaly jednotky, desitky, stovky a tisice

nasobeni pomoci ,,duplace a mediace* (zdvojovani a ptleni)

slavné matematické ulohy a objevy minulosti

problém ctyt barev — je mozné vybarvit libovolnou zemépisnou mapu Ctyfmi rliznymi barvami tak,
aby dva sousedni staty nebyly vybarveny stejnou barvou?

ulohy zadané pokynem ,,nakresli jednim tahem* a Eulerova uloha o 7 mostech v Kralovci



B9b. Zakladni télesa (krychle, kvadr, hranol, valec, jehlan, kuzel, koule). Jejich

popis, vlastnosti, vzajemné vztahy a zobrazeni ve Skolské praxi. Vvpocet povrchu a

objemu.
Krychle
e Krychle (pravidelny Sestistén nebo také hexaedr) je H G
trojrozmérné téleso, jehoz stény tvoii Sest stejnych |
¢tvercu, (osm vrcholii a dvanact hran). . :
e Krychle ma 6 shodnych stén ¢tvercového tvaru, 8 vrcholi I u, F a
12 hran stejné délky. |
e Krychle je stredové soumérna podle svého stiedu (t;. :
prissegiku télesovych Ghlopiicek). e
e Kirychle je osoveé soumérna podle 9 os: ,,” by |
O tfi spojnic stfedd protilehlych stén A

O Sesti spojnic stfedd protilehlych hran
e Krychle je rovinové soumérnd podle deviti rovin:
O tfi rovin rovnobéznych se st€nami a prochazejicich sttedem krychle
0 Sesti rovin urenych dvojici protilehlych hran
e Krychle je specialnim pripadem kvadru - patii tedy mezi mnohostény.
e Diky shodnosti vSech svych stén i hran patii mezi takzvana platonska télesa. Kazdé dve stény
krychle jsou rovnobézné nebo kolmé.

Kvadr

e Kvadr je trojrozmérné t€leso — rovnobéZnostén, jehoz H G
stény tvoii Sest pravouhlych obdélnikd. \

e Ma tii skupiny rovnobéZnych hran shodné délky (v E ] N F
ramci skupiny). Tyto délky jsou obvykle oznacovany N N
jako délka, $itka a vyska kvadru. \\ __________________ N A

e Kvadr ma 6 stén obdélnikového tvaru, z nichZ dvé D N C
protilehlé jsou vzdy shodné, 8 vrcholti a 12 hran, z nichz A B

¢tvetice rovnobéznych mé vzdy shodnou délku.

o Kvadr je stfedové soumérny podle priseciku svych uhlopfticek.

e Kvadr je osové soumérny podle tii os - spojnic stfedl protilehlych stén.

e Kvadr je rovinové soumérny podle tfi rovin. Kazda z téchto rovin je rovnobézna s nékterou ze stén
kvédru a prochazi prasec¢ikem uhlopti¢ek kvadru.

e Kazdé dve stény kvadru jsou rovnobézné nebo kolmé. Kazdé dveé hrany kvadru jsou rovnobézné
nebo kolmé.

Hranol

e Hranol je mnohostén, jehoz dvé stény lezi v rovnobéznych rovinach. Tyto dvé stény oznacujeme
jako podstavy (podstavné stény).
e Ostatni, tzv. bo¢ni stény tvoii tzv. plast hranolu.



Rozdéleni hranolt

Valec

Jehlan

Strany podstavy hranolu nazyvame podstavnymi hranami. Hrany,
které nejsou podstavnymi nazyvame bocni hrany.

Podle poctu stran podstavy hovotime o hranolu

trojbokém, Ctyfbokém, petibokém atd. Vzdalenost obou « podstav
se nazyva vyskou hranolu.

Jsou-li bo¢ni hrany kolmé k roviné podstavy, pak se hranol

oznacuje jako kolmy.

Pokud hranol neni kolmy, fikame, Ze je kosy.

Kolmy hranol, jehoz podstavou je pravidelny mnohouhelnik, se nazyva pravidelny.
Ctyiboky hranol, jehoZ podstavou je rovnobéznik, se nazyva rovnobéZnosténem.

Kolmy hranol, jehoZ podstavou je obdélnik nebo ¢ctverec se oznacuje jako kvadr.

Kolmy hranol, jehoz vSechny stény jsou Ctverce, se nazyva krychli (hexaedrem). Krychle je
specidlnim ptipadem kvadru.

Vilec je v prostorové geometrii téleso, vymezené dvéma rovnob&znymi @
podstavami a plastém.

PI4st’ je rozvinutelna plocha, vSechny povrchové (tvorici) pfimky plasté jsou
rovnobézné a pokud jsou k podstavam kolmé, hovotime o kolmém valci.
opacném piipad¢ se jednd o valec kosy.

Vzdalenost mezi podstavami se nazyva vyska valce. Vzdalenost mezi
dvéma podstavami podél plasté (tj. podél povrchové ptimky) se nazyva i e
strana valce.

Je-li podstavou kruh, pak valec ozna¢ime jako kruhovy.
Kolmy kruhovy vélec nazyvame rotaénim valcem. Pfimku prochézejici sttedy obou podstav
rota¢niho valce nazyvame osou rotace.

Jehlan je trojrozmérné téleso. Jeho zakladnu (nebo také podstavu) tvoti mnohotihelnik. Vrcholy
zakladny jsou spojeny s jednim bodem mimo rovinu zékladny - tento bod se obvykle nazyva
vrchol jehlanu.

Kolma vzdélenost vrcholu od roviny podstavy se nazyva vyska jehlanu.

Jehlan nemiize nikdy byt sttedové soumérny.

Jehlan je osoveé soumérny pouze tehdy, je-li zakladna sttedoveé soumérna a priomér vrcholu jehlanu
,»kolmo nad stfedem soumérnosti zakladny*.). Osou soumérnosti je v takovém piipadé spojnice
vrcholu se sttedem soumérnosti zakladny.

Jehlan mtze byt rovinové soumérny pouze tehdy, je-li zakladna
osove¢ soumérna a primet vrcholu jehlanu do roviny zékladny
lezi na ose soumérnosti zakladny. (LidSté&ji: vrchol jehlanu

musi lezet ,,kolmo nad osou soumérnosti zakladny*.) Rovinou
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soumé&rnosti je v takovém piipadé rovina ur€end osou soumérnosti zakladny a vrcholem jehlanu.
Specialni ptipady
e Pravidelny ¢tyistén je jehlan, jehoz zakladnu i vSechny tfi
stény jsou rovnostranné trojuhelniky. Tento Ctyfstén ma

tvar vSech stén 1 délku vSech hran - jedna se tedy o jedno z
platonskych téles. ~

e Pokud ma4 jehlan ¢tvercovou zakladnu a vrchol kolmo nad
prisecikem uhlopticek zakladny, hovotfime o pravidelném ¢tyfbokém jehlanu.

Kuzel

e Kuzel je oblé teleso, které ziskame jako prinik kuzelového prostoru a rovinné vrstvy.

o Cast kuzelové plochy, ktera tvoii povrch kuZele je oznadovana jako plast kuzele.

e Rez kuZelového prostoru hraniéni rovinou vrstvy se nazyva podstava. Plast’ kuZele a podstavu
nazyvame spole¢nym nazvem povrch kuzele.

e Bod, ve kterém se rovinny fez kuzele redukuje na bod, se oznacuje jako vrchol kuzele. Kolmou
vzdalenost mezi podstavou a vrcholem nazyvame vySkou kuzele.
Vzdalenost mezi vrcholem a podstavou podél plaste
nazyvame stranou kuzele.

e Je-li podstavou kuzele kruh, pak jej oznacime jako kruhovy. Pokud
kolmice spusténd z vrcholu na rovinu podstavy prochazi sttedem

podstavy kruhového kuZele, pak kuzel oznacujeme jako rotacéni

kuzel nebo kolmy kruhovy kuzel.
e Pokud kruhovy kuzel neni kolmy, pak jej oznacujeme jako ‘% kosy.

Rotacéni kuzel

e je rotacni t€leso vzniklé ota¢enim pravouhlého trojuhelniku v prostoru okolo jedné z odvésen.

e KuZel neni sttedové soumérny.

e Kuzel je osové soumérny podle spojnice vrcholu kuZzele se sttedem podstavy.

e Kuzel je rovinové soumérny podle nekone¢né mnoha rovin - rovinou soumeérnosti je kazda rovina,
ktera v sob¢ obsahuje jeho osu (tj. vrchol a stfed podstavy).

Koule

e Koule je prostorové téleso tvorené mnozinou vSech bodi (trojrozmérného euklidovského)
prostoru, jejichz vzdéalenost od zadané¢ho bodu (stfedu) je nejvyse rovna zadanému poloméru.

e Body, jejichz vzdalenost je pravé rovna poloméru, tvoti povrch koule,
tzv. kulovou plochu (také oznaCovanou jako sféru nebo sférickou A plochu).

e Koule je velmi symetricka: sttedové (podle stfedu), osove a rovinove
podle libovolné ptimky, resp. roviny prochézejici sttedem.

e Mezi plochami uzavirajicimi dany objem ma kulova plocha nejmensi
obsah a naopak, mezi plochami s danym obsahem uzavira kulova plocha

nejvetsi objem. Proto se koule Casto vyskytuje v ptirodé, napt. ve formé kapek a bublin, jejichz
povrch je minimalizovan povrchovym napétim.
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e Koule je rotaéni téleso, miize vzniknout ota¢enim kruhu podle osy; pokud by se misto kruhu
otacela elipsa, vznikl by rota¢ni elipsoid.
e Vilec opsany kouli mé povrch i objem rovny 3/2 povrchu, resp. objemu koule.

Zobrazovani téles v roviné

Volné rovnobézné promitani je typem kosouhlého promitani na pevné zvolenou
svislou rovinu, ve kterém nejsou znazornény soufadnicové osy.

I

I

I

L - - -~

-"'_ | |
& M

Jedna se o:

- pravy nadhled (viditelné jsou: prava, horni a predni sténa)
- levy nadhled (wviditelné jsou: leva, horni a pfedni sténa)

- pravy podhled (viditelné jsou: prava, dolni a predni sténa)
- levy podhled (viditelné jsou: levd, dolni a pfedni sténal|



Vypocet povrchu a objemu

KRYCHLE [ ~_ KVADR
spovrch: S=6a" spovrch: S=2.(ab+bc+ac)
um V=a’ : i .m V=a.b.c
«délka sténové Ghlopficky: u,=a. 2 esténova Uhlopfitka: u, =V/a"+ b
*t8lesové Ghlopfitka: u, =/a"+b +¢'

KOLMY HRANOL P, ROTAENI VALEC

epovrch: S=25,+5, ——— | spovrch: S=2x.r%+2r.r.v = 2xr(r )
sobsah plasté: S.=o0.v  |frif =5 obsah pla8td: S, =2x.r.v
sobjem: V=5 .» = objem: F=x.riv

/0 = obvod podstavy o polomér: 7= 4

ROTACNI KUZEL KOMOLY ROTACNI KUZEL
epovrch: S=S,+5, epovrch: S=5,+5,+5,
S=x.r4+x.r.s = x.r.(r+s) S=x.r+r.p+n.(r+p).s
sobsah plasté: S.=n.r.s sobsah plasté: S.=n.(r+p).s
*délka strany plasté: s =V s " «délka strany plasté: s=v/{r—py+1’
eobjem: = x.riy t sobjem: V=% ma(rierp+p?)
e
'KOLMY JEHLAN A . - KOMOLY JEHLAN
- epovrch: 5=5,+5, "\ . epovrch: S=5.+5,+5,

. 8 - sobsah plasté: Spti‘(lh*ﬂt}'k
eobjem: V=% 5S,.v | eobjem: V=% v.(S.+ V5.5 +52)

S

. {Ouﬁa-wm

._xmovA VYSEC

epovrch: S=2xry +nrp

sobjem: V=% rn.ry

*polomér pfisluéné kulové Usede:
p-Jr.iEr- ¥)

Priklady na vypocet
1) Kolik litrii vody je v nadobé tvaru kvadru o vysce 12cm, je-li délka trikrat vétsi nez Sirka a vyska je
rovna poloviné délky kvadru.

Zadani

c=12cm 12=%a V = abc

a=3"b a=24 V=24-8-12=2304cm®=2,31
c=za 24 =3b



B10a. Matematické vzdélavani talentovanvch a handicapovanvch déti. Péce o

matematické talenty, matematické soutéze. Neprospéch v matematice. Poruchy uceni

a poruchy matematickych schopnosti.

Zak s nadanim pro matematiku

e pri charakteristice nadaného (talentovaného) zaka byvaji rozliSovany dva druhy schopnosti:
0 skolni nadani — schopnost pfijmout, analyzovat a reprodukovat informace
O tvofiva produktivita — schopnost vytvaret nové informace; tvofivosti byva oznacovéana
produkce novych a hodnotnych népadi a feSeni

e nadprimérné schopnosti jako podminka uspéSného uceni a uplatiovani matematiky byvaji u
nadanych 74kl doprovazeny také odpovidajicim u¢ebnim nasazenim

e pravé rizny a obtizné¢ méfitelny podil naddni a ucebniho nasazeni na Skolni GspéSnosti zdka
v matematice zpusobuje obtiznéjsi identifikaci skute¢ného nadéni (talentu)

e uplatnéni a dalSi rozvoj nadaného Zaka v matematice vyzaduje zvysit podil tvofivych Cinnosti a
heuristickych (objevitelskych) postupli v matematickém vyucovani (napt. vhodné koncipovany
systém matematickych uc¢ebnich tiloh)

s matematickymi poznatky (transformace, interpretace a zdivodnéni, indukce, dedukce,
verifikace a dokazovéni) a vyzadujici tvofivé mysleni (feSeni problémovych situaci,
kladeni otdzek a formulace uloh zéky, objevovani na zaklad¢ vlastniho pozorovani a
vlastnich tivah zaka)
O to ma umozZznit, aby nadani Z4ci
a) mohli pracovat pokud mozno samostatné, a aby feSenim uloh ve vhodnych
ptipadech i sami objevovali matematické poznatky, pro né¢ho nové

b) se ucili interpretovat a hodnotit vysledky a aplikovat je na jiné problémové oblasti

Péce 0 matematické talenty v CR
e na viceletych gymnaziich
e ve specializovanych tfidach na ZS — od roku 1980 vnikaly také tiidy s rozsifenou vyukou
matematiky a ptirodovédnych pfedméti a od roku 2001 tfidy s rozSifenou vyukou informatiky
e v ramci vnitini diferenciace v normalnich ttidach
¢ volbou volitelnych a nepovinnych predméth

e krouzku v Domovech déti a mladeze

V CR jsou jen pouha 4 gymnazia s rozsifenou vyukou matematiky — Bilovec, Brno

1



Prednosti tiid viceletého gymndzia resp. tiid RVM je v praci s talentovanou mladezi, nebo s zaky, ktefi
maji zdjem o matematiku:

e je mozné se jim vice vénovat

e ucivo probirat do vétsi hloubky

e dat vétsi prostor napadiim a feSenim zaku

e nalézat optimalni feSeni, zobecniovat poznatky

e vice vyuzivat mezipfedmétovych vztaht

e ucit obory, které nejsou dany osnovami

Jednd se pfedevSim o ulohy, které prohlubuji logické mysleni (Ciselné soustavy, luSténi ZEBER a
(anaglyfy, prostorové obrazky), abstraktni mysSleni (odvozovani vztahti bez modeld, obrazkli, pomticek
aj. zapojenim svych kombinacnich schopnosti) a rozvoj fantazie (sestavovani piikladd, psani
matematickych ptikladi, sestavovani vlastnich ZEBER aj.).

Dalsi ¢asti je vedeni zaki k feseni ptikladi matematickych soutézi a olympidd. Tady je dilezité, aby
ucitel zaky do soutézi nenutil, ale aby je vhodné motivoval. Pii vlastnim feSeni je musi ucitel vést,
sledovat jejich pokroky, popt. jim poradit a povzbudit. Pokud zdk splni podminky soutéze, m¢ by
postoupit do okresniho resp. krajského kola. Ale tady je tfeba uvazit, v jaké psychické pohodé se zék
nachazi a vzit do tvahy, co by se zakem udélal vétsi neuspéch v soutézi, zda by ho nemotivoval pro dalsi

ro¢niky. Proto prace a sledovani téchto zaku je tak dualezita.

Pythagoriada
e vznikla na Slovensku, kdy jesté neexistoval klokan a udrZzuje se dodnes
e je pro zéky 6. a 7. rocnikti — Zaci fesi 15 ptikladi, za spravné feseni ziskavaji 1 bod a pfti zisku 11
a vice bodt je tspéSnym fesitelem
e probihd dvoukolové — v tinoru na Skole a pro uspesné fesitele pak v kvétnu v okrese
e obtiznost je nékde mezi matematickou olympiadou a klokanem.
Matematicka olympiada
e nejstarsi a nejznamejsi
e jde o prestizni souté¢z, diky ni se kazdy rok objevi mnoho matematickych talenti
e je organizovana v n¢kolika vékovych kategoriich oznacenych od té nejvyssia  nejprestiznéjsi A,
pies B aZ po Z5
e nejdiive probiha domaci kolo, kde je 6 ukold, kdy staci vytesit 4 pro postup do dalsiho kola
e kategorie Z — v prvnim kole Z4ci fesi 6 narocnych piikladd, pokud vSechny odevzdaa 4  vyfesi

spravné, postupuje do II. (okresniho) kola, kde fesi 4 bodové priklady.



ziska-li alespont polovinu bodd, je uspéSnym fesitelem a postupuje do III. (krajského)  kola

je urcena pro talentované zaky od 4. rocniku po 9. ro¢nik. Krajské kolo ma pouze MO9.

Matematicky Klokan

poprvé zorganizovala v roce 1991 skupina francouzskych matematikti, symbolem byl australsky
klokan (protoZe pocatky této soutéZe jsou spojeny s Australanem Peterem O’Halloranem — jeho
zamérem nebylo vytvofit novou soutéz pro nejtalentovanéjs$i matematiky, ale ziskavat pro
matematiku ,,normalni* zaky, dokazat jim, Ze matematika nemusi byt vzdy nudny, nezazivny a
obavany piredmét; chtél détem poskytnout radost ze soutézeni pifi feSeni netradic¢nich uloh, kterych
neni v ucebnicich dostatek, a moznost porovnani vlastnich schopnosti se stejné¢ starymi kamarady
ve tfide, skole, okrese, regionu ¢i v celostatnim métitku)

v CR byl poprvé Matematicky klokan uspofadan v roce 1995 v péti kategoriich (Klokanek — 4. a
5. . Z8, Benjamin — 6. a 7. tf. 7S, Kadet — 8. a 9. tt. ZS, Junior — 1. a 2. ro¢. SS, Student — 3. a
4. roé. SS)

potadatelem Klokana v CR je JCMF ve spolupraci s Katedrou matematiky PAF UP a
Katedrou algebry a geometrie PFF UP v Olomouci

ve vSech Skolach ve druhé poloviné biezna, ve stejny den a hodinu

24 uloh (8 krat za 3, 4 a 5 bodi), 60 minut

Neprospéch v matematice. Poruchy uceni a poruchy matematickvch schopnosti.

74k se zdravotnim handicapem nebo mentalnim postiZenim

tito zaci ziskdvaji primarni matematické vzdélani ve specidlnich Skolach
cilem matematického vzdélavani je poskytovat zdkim takové matematické védomosti a
dovednosti, které jim umozni feSit zdkladni problémy a ukoly, snimiz se budou setkavat
v praktickém Zivoté€ a v pracovnim procesu
krom¢ nesporné¢ uZiteCnosti matematickych poznatki pro redlny zivot zdka (feSeni
jednoduchych tlohovych situaci z oblasti finan¢ni matematiky — nakupy, slevy, spofeni, procenta,
prace s kalkulatorem, feSeni geometrickych tloh s praktickymi naméty — méfeni, vypocty obvod,
obsahtl...) je ovSem vyznamny i podil matematiky na rozvoji osobnosti Zika
matematické vyucCovani mlze svym dilem (pfi plném zohlednéni mentdlni Urovné vcetné
pfipadnych poruch matematickych schopnosti, socialniho prostfedi a celkového klimatu, v némz
probiha jeho kognitivni vyvoj) mimo jiné:

O pfispivat k rozvoji feci ditéte aktivnim pouzivanim zdkladnich terminti matematického

jazyka (¢isla, poc€etni vykony, relace, geometrické terminy)
0 podilet se na formovani jeho hodnotové orientace (sebekontrola pii feSeni uloh, prvky

kooperace a soutézivosti)



0 umoznovat horizontalni, mezipfedmétovou propojenost osvojenych matematickych
poznatki s uc¢ivem predméti prirodovédného charakteru (kontextova stranka slovnich

uloh) a pracovniho vyucovani (aplikace méteni, rysovani)

Zika v matematice netsp&ny
e pozornost ve Skole by méla byt vénovana nejen zakiim nadanym, ale i Zaktim z druhého pélu —
zaci v matematice neuspéSni. Jednu z moznych podob hledani pfic¢in Skolniho netspéchu
v matematice lze spatiovat v diagnostice poruch uceni (matematickych schopnosti).
e Poruchy uceni jsou souhrnnym oznacenim riznorodé skupiny poruch, které se projevuji
zietelnymi obtizemi pii nabyvani a uzivani takovych dovednosti, jako je mluveni, porozuméni
mluvené feci, Cteni, psani, matematické usuzovani a pocitdni. Tyto poruchy maji individudlni

charakter, mohou se vyskytovat soubézn¢ s jinymi formami postiZeni.

Dyskalkulie
Pod pojmem dyskalkulie je oznacovadna specifickd porucha matematickych schopnosti. Dité
podava v matematice podstatné hor$i vykony, nez by se daly vzhledem k jeho inteligenci ocekavat. To
znamena, Ze napt. pfi testovani pomoci testd inteligence a testii matematickych schopnosti dit¢ dosahuje
v matematickém testu podstatné horsi vysledek nez je vysledek inteligen¢niho testu.
Nejznaméjsi klasifikace dyskalkulie je podle zakladnich problémdu, které se u déti vyskytuji
v souvislosti s vyvojem a budovanim matematickych pojmii a vztahi a se c¢tenim a psanim
matematickych vyrazi:
1) Praktognosticka dyskalkulie
e porucha manipulace s konkrétnimi pfedméty nebo symboly — manipulace s kostkami, ¢islicemi,
operanimi znaménky, ...
e porucha pfi tvofeni skupin nebo fady predméti
e nepochopeni pojmt pfirozeného Cisla
e neschopnost porovnat pocet prvki
e neschopnost diferenciace geometrickych utvart
e v geometrii — obtiZe se ¢lenénim predmétl podle barvy, tvaru, velikosti
e porucha prostorové orientace — Spatné pise Cislice, kresleni obrazcii v geometrii vyzaduje spravné
umisténi v prostoru, ...
e projevy tohoto typu dyskalkulie zasahuji ty matematické dovednosti ditéte, které predchéazeji
pocitani s Cisly
2) Verbalni dyskalkulie
e problémy se slovnim oznaCovanim mnoZstvi a pocty pfedmétl, operacnich znakd a

matematickych ukonti obecné



neschopnost vyjmenovat ¢iselnou fadu v ur¢itém uspotadani (napf. vzestupné, sestupné, ...) ale i
ob jedno — vynechavani ¢isel, vraceni se, jejich opakovani,...

nechape slovni oznaceni napft. ,,0 4 vice, ,,4 krat vice®, ...

nepochopeni slovniho vyjadieni matematickych symboll a znaka

této dyskalkulii hovofime jen tehdy, kdyz ma dit¢ ndpadné a pretrvavajici té¢Zkosti se slovnim
oznacovanim jevl v matematice, bez ohledu na to, zda totéz dokaze ¢i nedokéaze provést ve formé

pisemné.

3) Lexicka dyskalkulie

neschopnost ¢ist matematické symboly (Cislice, €isla, znaky pro porovnavani, znaky operaci) a
napsan¢ matematické piiklady

zdmeéna tvaroveé podobnych Cislic 36-63, 6-9 a opaéné

porucha orientace v prostoru

porucha P-L orientace

zameny, presmycky Cisel (Cislic v ¢islech) pfi jejich Cteni nebo psani, napt. ¢ 1010 napisi jako
100010

nejasnosti s pochopenim vyznamu pozicni hodnoty ¢islic v ¢isle, tedy jednotek, desitek, apod.

4) Graficka dyskalkulie

neschopnost psat matematické symboly (Cislice, Cisla, znaky, ...)

neschopnost kreslit geometrické tvary apod. (nejde zde vSak o poruchu hrubé motoriky, ...)
porucha pfi zépisu vicecifernych ¢isel

inverzni (obraceny) zapis ¢isel: 6-9, 17-71

vynechavani ¢islic (zejména nul)

neschopnost psat ¢isla podle diktatu

neschopnost zapisu ¢isel pod sebou (Cislice téhoz fadu)

psani nepiiméfené velkych nethlednych dislic pfi znaén€ nepiehledném, neusporadaném
zapisovani pocetnich operaci (napt. pisemné déleni a nasobeni)

problémy pfii rysovani obrazcl a piekreslovani z tabule

porucha P-L orientace

porucha prostorové orientace

5) Operacni dyskalkulie

naru$ena schopnost provadét matematické operace s ptirozenymi Cisly (ale i s dalSimi Cisly)

zdmeéna jednotlivych operaci

vvvvvv

poruchy pii osvojovani si pamétnich spoji



e neschopnost respektovat prioritu pii provadéni vice operaci rizné parity
e problémy pii pisemnych algoritmech jednotlivych operaci
6) Ideognosticka dyskalkulie
e porucha v oblasti pojmové ¢innosti — nechapou, Ze €. 9 zle rozdélit na 3-3, nebo 10-1,..
e porucha chapani matematickych pojmu a vztahii mezi nimi
e porucha pfi zobecnovani
e problémy pii feseni slovnich tloh — obtiZe s pochopenim principu tlohy

e neschopnost pochopit a prevést slovné vyjadiené vztahy mezi mnozstvim do pocetnich operaci

V piipadé, kdy je efekt mirné, dil¢i, ¢astecné dopomoci ze strany ucitele ucinny, zietelny, lze
divodné uvazovat nikoliv o vyvojové poruse uceni, ale spise o nékteré forme kalkulastenie.

Pokud ovSem ani pfes vyraznou pomoc neni dité s to v feSeni pfimérené postoupit, pak miizeme
uvazovat bud’ o celkové retardaci schopnosti, nebo o vyvojové poruse uceni.

Vyvojova dyskalkulie se pomérné ¢asto kombinuje s vyvojovou dysortografii (porucha pravopisu)
a je-li navic takové dit¢ pomalého osobniho tempa, jsou jeho specifické nedostatky tak zvyraznény, Ze se
v hlavnich Skolnich pfedmétech projevuje az jako dit€ bez potiebnych vSeobecnych rozumovych

predpokladi.



B10b. Podobnosti geometrickyvch utvaru, véty o podobnosti trojuhelniku, reduk¢ni

uhel, zména a rozdéleni v daném poméru. UzZiti podobnosti pri odvozeni

soniometrickych funkci ostrého uhlu na ZS.

Uziti pri FeSeni uloh typu: Zméiite libovolny ctyruhelnik ABCD v poméru 3:2 (pouzijte redukcni uihel.)

Podobnost
Podobné zobrazeni nebo také podobnost je geometrické zobrazeni v roving, pro které existuje kladné ¢islo
k tak, Ze pro kazdé dvé dvojice bodit A, A’ a B, B’ vzoru a obrazu je splnén vztah |A'B’| = |k| - |AB] .

Cislo k se nazyva koeficient podobnosti.

V kazdém podobném zobrazeni plati:
- Obrazem pfimky AB je pifimka A’B’, obrazem rovnobéznych ptimek jsou rovnobézné piimky.
- Obrazem polopiimky AB je polopifimka A’B’, obrazem opacnych polopiimek jsou opacné
polopfimky.
- Obrazem poloroviny pA je polorovina p’A’, obrazem opacnych polorovin jsou opacné
poloroviny.

- Obrazem uhlu AVB je tthel A’V’B’ shodny s uthlem AVB.
Podobnost zna¢ime znakem ~
Utvary jsou podobné, maji-li:

a) délky ptislusnych stran ve stejném pomeéru (oznacujeme nejcastéji k — pomeér podobnosti)

b) velikosti ptislusnych thlt shodné.

Je-li:  k>1 jedna se o zvétSenti
k<1 jedna se o zmenseni
k=1 jedna se o shodnost

Slozenim dvou podobnosti s koeficienty podobnosti kI, k2 vznikne podobnost s koeficienty podobnosti
k1 - k2.

Inverzni zobrazeni k podobnosti s koeficientem podobnosti k£ je podobnost s koeficientem podobnosti %

Slozenim stejnolehlosti a libovolné shodnosti vznikd podobnost, a naopak podobnost lze rozloZit ve

stejnolehlost a shodnost.

*Kazdé podobné zobrazeni se da ziskat sloZzenim shodnych zobrazeni a tzv. stejnolehlosti.



Poznamka:
Stejnolehlost je: je dan bod S a redlné Cislo y. Stejnolehlost (homotetie) se sttedem S a koeficientem y je
zobrazeni H(S, y), které pfifazuje
1) kazdému bodu S#H bod X’ tak, Ze plati |SX'| = |x| - [SX]|, pfitom pro >0 lezi bod X’ na
poloptimce SX, pro <0 je bod X’ bodem polopiimky opacné.
2) bodu S bod S’

Pro stejnolehlost plati:
- ptimka a jeji obraz ve stejnolehlosti jsou rovnobézné
- usecka a jeji obraz ve stejnolehlosti jsou rovnobézné. Jsou souhlasné orientovany ve stejnolehlosti
s kladnym koeficientem a opacn¢ orientovany ve stejnolehlosti se zadpornym koeficientem.
- Pomér délek obrazu usecky a jejiho vzoru se rovna absolutni hodnoté koeficientu stejnolehlosti.

- Obrazem thlu je thel shodny

Jedinym samodruznym bodem je stfed stejnolehlosti. Samodruzné ptimky jsou piimky, které prochazi
sttedem stejnolehlosti.

Z definice plyne, Ze stejnolehlost je dana stiedem a koeficientem. Mize vSak byt dana stiedem a dvojici

bodu.

Stejnolehlost kruznic
Jsou-li dany dvé libovolné kruznice k;(S;,71) a ky(S,,7,) sriznymi poloméry, existuji pravé dvé

stejnolehlosti zobrazujici kruZnici k4 na kruznici k,. Stfedy obou stejnolehlosti a stiedy obou kruznic lezi

na téze ptimce. Jejich koeficienty jsou Cisla :—2 a —r_Tz
1 1
Maji-li dvé kruznice o raznych polomérech spole¢né te¢ny, prochazi kazda z nich vnéjSim nebo vnitinim
sttedem stejnolehlosti téchto kruznic.
Kazda ptimka, kterd prochazi stfedem stejnolehlosti dvou kruznic a je tecnou jedné této kruznice je

teénou 1 kruznice druhé.

Podobnost trojuhelniku

Trojuhelnik A’B’C* je podobny trojuhelniku ABC, pravé kdyz existuje kladné Cislo & tak, ze pro jejich

strany plati:
|A'B'| = k - |AB|
|B'C'| =k -|BC]|
|C'A’| =k - |CA|



I
=

nebolic’=k - c, a - a, b=k-b

Podobnost trojahelnikit ABC, A’B’C’ zapisujeme A A’B’C’~ A ABC

Dva trojihelniky jsou podobné, pravé kdyz pomér délek kazdych dvou stran jednoho trojihelniku se
rovnd poméru délek druhého trojuhelniku.

Podobnost trojuhelnik je vztah tranzitivni. Je-li trojihelnik A’B’C’ podobny trojuhelniku ABC (s
koeficientem podobnosti k) a trojuhelnik A’’B’’C’” podobny trojuhelniku A’B’C’

(s koeficientem podobnosti /), je také trojihelnik A’’B’’C’’ podobny trojuhelniku ABC

(s koeficientem k - /)

Véty o podobnosti trojuhelniki
1) trojuhelniky jsou podobné podle véty sss, maji-li délky vSech tii ptisluSnych stran trojihelnikt ve
stejném pomeéru. (shoduji se poméry odpovidajicich stran)
2) trojuhelniky jsou podobné podle véty sus, maji-li délky dvou piislusnych stran ve stejném pomeéru
a thel jimi sevieny shodny. (shoduji se poméry 2 stran a thel jimi sevieny)
3) Trojuhelniky jsou podobné podle véty usu, maji-li dva thly shodné (strany si v§imat nemusime),

proto se také tato véta nazyva uu.

Redukéni dhel pouzivam pii zvétSovani nebo zmenSovani délek v daném poméru. ZmenSovat lze

kdykoliv, zvétsovat jen do k < 2.
Pii zv&tiovani nebo zmensovani technického vykresu v daném pomérua : b (a=>=b ) vyuzivime tzv. redukéni
thel.
!I“-l' —Ia d.

Je dana isecka AB délky x cm. Mame ji zvétiit
v pomeérua :b.

Y2

Reseni: ah x
Sestrojime rovnoramenny trojihelnik VX;X.. kde X2

VX=VX;=bcm, X;X; =a cm. Prodlouzime

polopfimku VX, a naneseme na ni velikost x — ziskdme b

usecku VY. Prodlouzime polopiimku VX,. Bodem Y; a

vedeme rovnob&zku s tseckou X, X,. Bod Y je
prasecikem polopfimky VX, a této rovnobézky.

Hledanou tseckou je Y1Y: v ! X4 Y,




Zména a rozdéleni v daném poméru
2

Piiklad: Zmensete danou Gusetku AB v poméru 2 : 5 (nebo 5 )-

Konstrukce: 1) AB; <1BAX je libovolny, nej-
vhodnéjsi velikost uhlu je asi
40" az 50°
2) na polopifimku AX naneseme
kruZzitkermn 5 shodnych dild
3) bod &.5 spojime s B, vznikne

usecCka p
4) v bodd &.2 vedeme rovno-
béZku s p .
5) Vznikne Z: | AZ =§ AB|
PFiklad: ZvétSete Usolku XY=3 cm v poméru 5 : 3.
Konstrukce: 1) XY; | XY | =3 cm
2) =—» XV

3) na —» XV naneseme kruiitkem
5 shodnych dila

4) bod £.3 spojime s Y, vznikne
useCka a

5) v bodé &5 wvedeme rovno-
béZku s o

6) Vznikne bod P: | XP| =3 | XY |

n i i ]

Rozdélte usedku MN na 3 shodné dily.

Rozddleni 1
Priklad:

Konstrukce: 1) MN
2) - MZ
3 N 3) na »>»MZ naneseme kruzitkem
//' /' 3 shodnd dily
-~ 4) bod €.3 spojime s N=p

S5) v bodech &.1 a &.2 vedeme
rovnobélky s p

6) Vzniknou body K,L 1

7) IMK]| =|KL| =[LN| =3 | MIN |

Uziti podobnosti pii odvozeni goniometrickych funkci ostrého uhlu
Pomoci Pythagorovy véty lze ze zndmych délek dvou stran pravothlého trojuhelniku urcit délku treti

strany. Podobnost vyuzijeme pfi vztazich mezi délkami stran pravouhlého trojuhelniku a velikostmi jeho

ostrych uhli.

Mame pravouhly trojuhelnik ABC, se stranami a, b, c.

Odvésna a lezi ,,proti“ uhlu a se nazyva odvésna protilehla k dhlu a.

odvésna b ,,ptiléhajici“ k thlu a se nazyva odvésna prilehla k thlu a.

Sinus — je pomér délky odvésny protilehlé k thlu o k délce pifepony — sina = %

Tangens — pomér délky odvésny protilehlé k uhlu a k délce odvésny prilehlé k thlu o tga = %

Kosinus — pomér délky odvésny ptilehlé k thlu a k délce prepony — cosa = %

Kotangens — pomér délky odvésny ptilehlé k uhlu a k délce odvésny protilehlé k thlu o - cotga = 2

Tangens a kotangens stejného thlu jsou navzajem ptevracené hodnoty zlomku.
Hodnosta sin ostrého thlua ... 0 < sina <1
Hodnota cos ostrého thlua ... 1 > cosa =0

Hodnota tg ostrého thlu a ... 0 < tga ... o0 (do nekonecna)
Uziti pri FeSeni uloh typu: Zmeéiite libovolny ctyruhelnik ABCD v poméru 3:2 (pouzijte redukcni uihel).
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